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В работе рассмотрены общие свойства круговых орбит в окрестно-
сти сферически-симметричных статических конфигураций гравитиру-
ющих фантомных скалярных полей. В этом случае метрическая функ-
ции площади 𝐶(𝑟) (в квазиглобальных координатах) полностью опреде-
ляет тип конфигурации (голая сингулярность, черная дыра, кротовая
нора). В любом случае устойчивые круговые орбиты могут существо-
вать только в области 𝑟 > 3𝑚, 𝑟 > 𝑟0, где 𝑟0 – точка минимума функции
𝐶(𝑟), а 𝑚 – масса конфигурации. Симметричные относительно горло-
вины кротовые норы и топологические геоны могут иметь круговые
орбиты только на горловине или соответствующей топологической осо-
бенности, причем значения удельного момента импульса, определяю-
щие устойчивые орбиты, ограничены сверху. В работе дана классифи-
кация гравитирующих конфигураций по типам последней устойчивой
круговой орбиты.
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Введение

Успехи экспериментальной астрономии в последние два десятилетия привели к
открытию целого ряда экзотических компактных гравитирующих объектов с мас-
сами от десяти солнечных масс до миллионов солнечных масс у объектов, располо-
женных в центрах галактик. В этот же период выяснилось, что эти объекты окру-
жены гравитирующей темной материей, так что геометрия пространства-времени
вокруг них не может корректно описываться вакуумными решениями общей тео-
рии относительности. В современной астрономии наблюдение за движением звезд
или планет, близких к центру гравитирующей системы, по-прежнему дает наибо-
лее достоверную информацию для моделирования и распознавания природы этой
системы, причем особую роль играют наблюдения за регулярными, повторяющи-
мися движениями. В связи с этим, теоретическое исследование параметров круго-
вых орбит пробных частиц в окрестности гравитирующих конфигураций различ-
ной природы приобрело первостепенное значение. В частности, особенно важную
и простую в интерпретации информацию дают параметры последней устойчивой
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круговой орбиты, которая ассоциируется с внутренним краем аккреционного дис-
ка в окрестности черной дыры, голой сингулярности или кротовой норы [1–4].
Эта информация содержится, прежде всего, в самом факте существования или
несуществования последней устойчивой круговой орбиты, а также в значениях ее
радиуса и угловой скорости обращения пробной частицы по этой орбите.

В работе в рамках общей теории относительности изучаются круговые орбиты
в окрестности статических сферически-симметричных (само)гравитирующих кон-
фигураций фантомных скалярных полей с нелинейными потенциалами, которые,
как считается, могли возникать в инфляционный период эволюции Вселенной.
Актуальность задачи обусловлена, во-первых, тем, что скалярные поля могут эф-
фективно моделировать темную материю [5–7], происхождение и состав которой в
настоящее время неизвестны. Такие модели могут быть чисто феноменологически-
ми или точными, если скалярные поля существуют в природе. Во-вторых, имен-
но фантомные скалярные поля могут образовывать – вследствие нарушения сла-
бого энергетического условия – гравитирующие конфигурации с нетривиальной
топологией, такие как кротовые норы [8], топологические геоны [9–11] и регуляр-
ные черные дыры [12]; например, действующая программа «Радиоастрон» [13–15]
включает в себя как непосредственный поиск кротовых нор, так и распознава-
ние [16] гравитационной природы (черная дыра или кротовая нора) сверхмассив-
ного объекта в центре нашей галактики.

Круговые орбиты в окрестности вакуумных черных дыр и голых сингулярно-
стей хорошо изучены [17, 18]. Напротив, для гравитирующих конфигураций ска-
лярных полей этот вопрос изучен очень слабо. Основная причина заключается в
том, что вид нелинейного потенциала самодействия скалярного поля изначально
не известен и должен быть определен в рамках конкретной модели по опосредован-
ным наблюдательным данным. С одной стороны, это дает значительную степень
свободы в математическом моделировании гравитирующих объектов, например,
темной материи. С другой стороны, возникает необходимость в редукции задачи
к некоторой удобной классификации конфигураций, в которой можно сделать со-
держательные выводы о круговых орбитах сразу для широкого класса скалярных
полей с различными потенциалами. Такую возможность дает, в частности, так на-
зываемый метод обратной задачи для гравитирующих скалярных полей [19–24],
в рамках которого были изучены круговые орбиты в окрестности гравитирую-
щих конфигураций классических скалярных полей [25]. В данной работе мы рас-
сматриваем только фантомные скалярные поля и используем соответствующую
модификацию метода обратной задачи.

Работа организована следующим образом. В разделе 1 введены основные обо-
значения и даны общие формулы, определяющие параметры круговых орбит для
метрики сферически-симметричного пространства-времени в квазиглобальных ко-
ординатах. В разделе 2 кратко рассмотрен метод обратной задачи и квадратур-
ные формулы для асимптотически плоских фантомных скалярных конфигураций
без заряда. Основные результаты работы содержатся в разделе 3, где изучаются
собственно круговые орбиты, в особенности, условия существования и параметры
последних устойчивых орбит.

В работе используется сигнатура метрики (+ − −−), геометрическая система
единиц (𝐺 = 𝑐 = 1), а также правило суммирования по парам повторяющихся
индексов в области их изменения; латинские и греческие индексы принимают зна-
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чения от 0 до 3 и от 1 до 3 соответственно.

1. Круговые орбиты в окрестности сферически-симметричного грави-
тирующего объекта

Геодезические в пространстве-времени полностью определяются метрикой и
не зависят непосредственно от источника гравитации – скалярного поля. Для
сферически-симметричной метрики общего вида интегралы движения и формулы,
определяющие параметры круговых орбит, могут быть выражены непосредствен-
но через метрические функции (см. подробный вывод, например, в [25]). В данном
разделе мы запишем соответствующие выражения в конкретной калибровке, наи-
более удобной для сферически-симметричных гравитирующих фантомных кон-
фигураций. В этом случае метрика статического пространства-времени наиболее
естественно записывается в так называемых квазиглобальных координатах [26], в
которых она имеет вид

𝑑𝑠2 = 𝐴2𝑑𝑡2 − 𝑑𝑟2

𝐴2
− 𝐶2

(︀
𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜙2

)︀
, (1)

где метрические функции 𝐴 и 𝐶 зависят только от радиальной координаты 𝑟. Мы
будем использовать естественные, то есть ассоциированные с метрикой (1), орто-
нормированные базисы векторных полей, 1-форм и 2-форм, которые определяются
формулами

e0 = (1/𝐴) 𝜕𝑡, e1 = 𝐴𝜕𝑟, e2 = (1/𝐶) 𝜕𝜃, e3 = (1/𝐶 sin 𝜃) 𝜕𝜙, (2)

e0 = 𝐴𝑑𝑡 , e1 = (1/𝐴) 𝑑𝑟 , e2 = 𝐶 𝑑𝜃 , e3 = 𝐶 sin 𝜃 𝑑𝜙, (3)

𝛼1 = e0∧ e1, 𝛼2 = e0∧ e2, 𝛼3 = e0∧ e3, *𝛼1 = e3∧ e2, *𝛼2 = e1∧ e3, *𝛼3 = e2∧ e1, (4)

где * – оператор Ходжа; в частности, матрица компонент метрики в этом базисе
имеет вид (𝑔𝑖𝑗) = diag{1,−1,−1,−1}. Для удобства оценок физических параметров
в окрестности орбиты, например, приливных сил в пробной частице, выпишем в
базисах (3) и (4) компоненты 1-формы связности и кривизну для метрики (1) в
явном виде:

𝜔1
0 = 𝜔0

1 = 𝐴′e0, 𝜔2
1 =

𝐴𝐶 ′

𝐶
e2, 𝜔3

1 =
𝐴𝐶 ′

𝐶
e3, 𝜔3

2 =
cot 𝜃

𝐶
e3, 𝜔𝛼

𝛽 = −𝜔𝛽
𝛼,

𝑅 = − 1

2

(︀
𝐴2
)︀′′
𝛼1 ⊗ 𝛼1 −

(︀
𝐴2
)︀′ 𝐶 ′

2𝐶

(︀
𝛼2 ⊗ 𝛼2 + 𝛼3 ⊗ 𝛼3

)︀
+
𝐴2(𝐶 ′)

2 − 1

𝐶2
*𝛼1 ⊗ *𝛼1 +

(︂
𝐴2 𝐶

′′

𝐶
+
(︀
𝐴2
)︀′ 𝐶 ′

2𝐶

)︂(︀
*𝛼2 ⊗ *𝛼2 + *𝛼3 ⊗ *𝛼3

)︀
.

Уравнение геодезических ∇𝑈𝑈 = 0 в базисе (2) дает четыре уравнения

𝑑𝑈 𝑖

𝑑𝑠
+ 𝜔𝑖

𝑗(𝑈)𝑈 𝑗 = 0 (5)
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для компонент 4-скорости 𝑈 = 𝑈0e0 + 𝑈1e1 + 𝑈2e2 + 𝑈3e3, где

𝑈0 = 𝐴
𝑑𝑡

𝑑𝑠
, 𝑈1 = (1/𝐴)

𝑑𝑟

𝑑𝑠
, 𝑈2 = 𝐶

𝑑𝜃

𝑑𝑠
, 𝑈3 = 𝐶 sin 𝜃

𝑑𝜙

𝑑𝑠
.

Для сферически-симметричной метрики мы можем без потери общности выбрать
начальные условия 𝑈2 = 0 , 𝜃 = 𝜋/2. Тогда эти условия сохраняются в процес-
се движения пробной частицы, то есть движение происходит в экваториальной
плоскости.

Уравнения (5) для статической метрики (1) имеют три интеграла движения (в
нестационарном случае – два):(︀

𝑈0
)︀2 − (︀𝑈1

)︀2 − (︀𝑈3
)︀2

= k , k = −1 , 0 , 1, (6)

где k = −1, k = 0 и k = 1 для пространственноподобных, изотропных и времени-
подобных геодезических соответственно;

𝐶2 𝑑𝜙

𝑑𝑠
≡ 𝑈3𝐶 = 𝐽, (7)

где постоянная 𝐽 – удельный момент импульса пробной частицы;

𝐴2 𝑑𝑡

𝑑𝑠
≡ 𝑈0𝐴 = 𝐸, (8)

где постоянная 𝐸 – удельная энергия пробной частицы. С помощью сохраняющих-
ся величин k, 𝐽 и 𝐸 интеграл движения (6) можно переписать в виде(︂

𝑑𝑟

𝑑𝑠

)︂2
= 𝐸2 − 𝑉𝑒𝑓𝑓 , 𝑉𝑒𝑓𝑓 = 𝐴2

(︂
k +

𝐽2

𝐶2

)︂
. (9)

Как и в ньютоновской механике, форма эффективного потенциала 𝑉𝑒𝑓𝑓 полностью
определяет характер движения.

Мы ограничимся рассмотрением причинных геодезических с k = 0, 1. На кру-
говых орбитах 𝑈1 = 0, поэтому уравнения, определяющие параметры орбит для
массивных частиц (k = 1), примут вид [25]

𝐸2 =
𝐴3𝐶 ′

𝐴𝐶 ′ −𝐴′𝐶
, 𝐽2 =

𝐶3𝐴′

𝐴𝐶 ′ −𝐴′𝐶
, 𝑈0 =

𝐸

𝐴
, 𝑈3 =

𝐽

𝐶
. (10)

Круговые орбиты могут существовать только в области значений радиальной ко-
ординаты, где выполняется необходимое условие

𝐴𝐶 ′ −𝐴′𝐶 > 0 , (11)

причем при 𝐶 ′ > 0 это равенство определяет так называемую фотонную орби-
ту, по которой могут двигаться только безмассовые частицы (k = 0). Угловая
скорость 𝜔 = 𝑑𝜙/𝑑𝑡 пробной частицы на круговой орбите, измеряемая по часам
удаленного наблюдателя, может быть выражена только через метрические функ-
ции 𝐴 и 𝐶, что принципиально важно для интерпретации наблюдений. Используя
формулы (10) и условие (11), получим

𝜔 =
(︀
𝑈3/𝐶

)︀⧸︀(︀
𝑈0/𝐴

)︀
=

𝐽

𝐸

𝐴2

𝐶2
=
√︁

(𝐴2)
′⧸︀

(𝐶2)
′
. (12)
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Достаточное условие существования круговой орбиты дает эффективный по-
тенциал 𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝑟, 𝐽): при фиксированном 𝐽 точки минимума и максимума 𝑉𝑒𝑓𝑓 опре-
деляют, соответственно, радиальные координаты устойчивой и неустойчивой кру-
говой орбиты. Для последних устойчивых орбит мы принимаем классификацию,
предложенную в [25]. Если при уменьшении 𝐽 точки минимума и максимума сбли-
жаются, сливаясь в точку перегиба при некоторых положительных значениях 𝑟
и 𝐽 . Такая точка перегиба 𝑟𝐼𝑆𝐶𝑂 > 0 определяет последнюю устойчивую орбиту
первого типа (ISCO – innermost stable circular orbit). Если метрическая функция
𝐴2 (а значит и эффективный потенциал при 𝐽 = 0) имеет минимум в некоторой
точке 𝑟 = 𝑟𝐼𝑆𝐶𝑂 > 0, то мы имеем последнюю устойчивую орбиту второго типа –
вырожденную круговую орбиту, на которой угловая скорость пробной частицы
равна нулю; у таких конфигураций при 𝑟 < 𝑟𝐼𝑆𝐶𝑂 не существует устойчивых кру-
говых орбит.

2. Сферически-симметричные конфигурации с фантомным скалярным
полем

Гравитирующие конфигурации незаряженного скалярного поля описываются
действием

Σ =
1

8𝜋

∫︁ (︂
−1

2
𝑆 + 𝜀⟨𝑑𝜑, 𝑑𝜑⟩ − 2𝑉 (𝜑)

)︂√︀
|𝑔| 𝑑 4𝑥 , (13)

где 𝜀 = ±1 – знак кинетического члена скалярного поля (𝜀 = −1 для фантомного
поля), 𝑆 – скалярная кривизна, 𝑉 (𝜑) – потенциал самодействия, а угловые скобки
обозначают скалярное произведение относительно метрики. Далее мы рассматри-
ваем только фантомные поля и полагаем 𝜀 = −1.

В методе обратной задачи для статических конфигураций гравитирующего
скалярного поля метрическая функция 𝐶 (класса 𝒞2) в метрике (1) предпола-
гается всюду положительной на R и удовлетворяющей условиям

𝐶 ′′ > 0 и 𝐶 = 𝑟 + 𝑜(1), 𝑟 → +∞ . (14)

Тогда метрическая функция 𝐴2, скалярное поле и его потенциал самодействия
могут быть получены из квадратурных формул [24]

𝐴2 = 2𝐶2

∞∫︁
𝑟

𝑟 − 3𝑚

𝐶4
𝑑𝑟 , 𝜑′ =

√︀
𝐶 ′′/𝐶 , (15)

̃︀𝑉 (𝑟) =
1

2𝐶2

(︂
1− 3𝐶 ′2𝐴2 − 𝐶𝐶 ′′𝐴2 + 2𝐶 ′ 𝑟 − 3𝑚

𝐶

)︂
, (16)

где ̃︀𝑉 (𝑟) ≡ 𝑉 (𝜑(𝑟)) – координатная функция потенциала. Вычислив 𝜑 и ̃︀𝑉 , можно
затем найти потенциал 𝑉 (𝜑) как функцию поля. Первое условие в (15) является
необходимым и достаточным для существования решения. Второе условие – коор-
динатное – фиксирует постоянную интегрирования 𝑚 так, чтобы она имела смысл
гравитационной (шварцшильдовой) массы.

Характер гравитирующей конфигурации с фантомным скалярным полем пол-
ностью определяется формой функции 𝐶(𝑟) и значением массы 𝑚. Подробная
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классификация возможных конфигураций дана в [12, 28], но для изучения кру-
говых орбит практически полезным оказывается другой подход и более грубый
вариант этой классификации. Связывая задачу с будущими наблюдениями, мы
полагаем массу конфигурации положительной (𝑚 > 0) и принимаем асимпто-
тику (14) плоского пространства-времени для реального наблюдателя в области
𝑟 > 0. Как показано в следующем разделе, для такого наблюдателя интерес пред-
ставляет только область 𝑟 > 3𝑚 и основной тип конфигурации (черная дыра,
голая сингулярность, кротовая нора или топологический геон), который, однако,
определяется асимптотикой функции 𝐶(𝑟) в области 𝑟 < 0.

Непосредственно из рассмотрения асимптотики интеграла (15) можно полу-
чить следующие утверждения:

1. если 𝐶(𝑟) = 𝑂 ((−𝑟)𝛼) для некоторого 0 6 𝛼 < 1 при 𝑟 → −∞, то при
𝑚 > 0 конфигурация является черной дырой (имеет горизонт событий, на
котором 𝐴2 = 0,

(︀
𝐴2
)︀′
> 0);

2. если 𝐶(𝑟) > 𝑐 · (−𝑟)𝛼 для некоторых 𝛼 > 1, 𝑐 > 0 при 𝑟 → −∞, то при
𝑚 > 0 конфигурация является голой сингулярностью: 𝐴2 > 0 для всех 𝑟 ∈ R
и 𝐴2 → +∞, 𝑟 → −∞;

3. если 𝐶(𝑟) ∼ −𝑎𝑟 (𝑎 > 0) , 𝑟 → −∞, то конфигурация, в зависимости от
массы, может иметь любой основной тип.

Первые два утверждения почти очевидны, а для доказательства третьего необхо-
димы более тонкие оценки. Поскольку

𝐶2 = 𝑎2𝑟2 + 𝑜(𝑟2) ,
𝑟 − 3𝑚

𝐶4
=

1

𝑎4𝑟3
+ 𝑜

(︀
𝑟−3
)︀
, 𝑟 → −∞ ,

то в этом случае интеграл в (15) сходится. Обозначив

𝜆(𝑚) =

∞∫︁
−∞

𝑟 − 3𝑚

𝐶4
𝑑𝑟 , 𝑚0 =

1

3

∞∫︁
−∞

𝑟

𝐶4
𝑑𝑟

⧸︃
∞∫︁

−∞

𝑑𝑟

𝐶4
, (17)

мы можем записать нужную оценку в виде

∞∫︁
𝑟

𝑟 − 3𝑚

𝐶4
𝑑𝑟 =

∞∫︁
−∞

𝑟 − 3𝑚

𝐶4
𝑑𝑟 −

𝑟∫︁
−∞

𝑟 − 3𝑚

𝐶4
𝑑𝑟 = 𝜆(𝑚) +

1

2𝑎4𝑟2
+ 𝑜

(︀
𝑟−2
)︀
.

Тогда 𝐴2 = 2𝑎2𝑟2𝜆(𝑚) + 𝑜
(︀
𝑟2
)︀
, 𝑟→−∞ и условие 𝑚 < 𝑚0 (при этом 𝜆(𝑚)> 0)

определяет голые сингулярности, а 𝑚 > 𝑚0 (при этом 𝜆(𝑚) < 0) – черные дыры.
При 𝑚 = 𝑚0 (𝜆(𝑚0) = 0) знак и поведение функции 𝐴2 при 𝑟 → −∞ определяется
формой функции 𝐶(𝑟) на всей вещественной оси. В частности, асимптотика

𝐶 = −𝑎𝑟 + 𝑏+
𝑐

𝑟
+

𝑑

𝑟2
+

𝑒

𝑟3
+ . . . , 𝑟 → −∞ , 𝑎 > 0, 𝑐 6 0

(если 𝑐 = 0, то 𝑑 > 0; если 𝑐 = 𝑑 = 0, то 𝑒 6 0, и т. д.)

определяет, в зависимости от знака интеграла в (15), проходимые кротовые норы
или регулярные черные дыры [28]; в последнем случае имеется горизонт событий,
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а скалярное поле и функция 𝐴2 ограничены, причем 𝐴2→𝐴2(−∞)< 0, 𝑟 → −∞.
Конфигурация может также быть черной дырой или голой сингулярностью в ши-
роком смысле слова, то есть всюду положительной и асимптотически сингулярной
(например, 𝐴2 → 0 при 𝑟 → −∞).

В классе конфигураций, образованных чистым гравитирующим фантомным
скалярным полем, физический интерес представляют, по-видимому, только крото-
вые норы и топологические геоны. Однако с астрофизической точки зрения имеет
смысл рассматривать также и компактные гравитирующие объекты со «скалярны-
ми волосами» (compact scalar hairy objects). В этом случае решение (15) сохраняет
силу вплоть до поверхности объекта, а затем продолжается внутрь с учетом изме-
нившегося тензора энергии-импульса в правой части уравнения Эйнштейна. При
этом мы можем получить регулярное решение даже в том случае, когда такое
продолжение для чисто скалярной конфигурации дает черную дыру или голую
сингулярность.

3. Круговые орбиты

Задача классификации круговых орбит в окрестности конфигураций с фан-
томным скалярным полем существенно сложнее, чем соответствующая задача для
классического скалярного поля. Во-первых, в последнем случае (𝐴2)′ > 0 во всей
области существования круговых орбит [25], в то время как для фантомных полей
𝐴2 может иметь экстремумы. Во вторых, для фантомных полей тип конфигурации
не определяется конечным числом членов разложения в степенной ряд функции
𝐶(𝑟), а зависит от глобального поведения этой функции во всей области определе-
ния: фактически, для каждой заданной функции 𝐶(𝑟) необходимо отдельно анали-
зировать соответствующее пространство-время. В свою очередь, это означает, что
последняя устойчивая круговая орбита не определяется значениями нескольких
параметров, как в случае классического скалярного поля.

Непосредственно из квадратуры (15) следует, что(︀
𝐴2
)︀′

=
2

𝐶

(︂
𝐶 ′𝐴2 − 𝑟 − 3𝑚

𝐶

)︂
, (18)

𝑉 ′
𝑒𝑓𝑓 =

(︀
𝐴2
)︀′ − 2

𝐶

𝑟 − 3𝑚

𝐶

𝐽2

𝐶2
=

2

𝐶

{︂
𝐶 ′𝐴2 − 𝑟 − 3𝑚

𝐶

(︂
1 +

𝐽2

𝐶2

)︂}︂
, (19)

а условие (11) существования круговых орбит примет вид

𝐴𝐶 ′ −𝐴′𝐶 =
1

𝐴

(︂
𝐴2𝐶 ′ − 1

2

(︀
𝐴2
)︀′
𝐶

)︂
=

𝑟 − 3𝑚

𝐴𝐶
> 0 .

Таким образом, в рассматриваемой задаче интерес представляет область 𝑟 > 3𝑚.
Из (18) и (19) также следует, что при 𝑚 > 0 эффективный потенциал 𝑉𝑒𝑓𝑓 имеет
минимум в области 𝑟 > 3𝑚 при любом значении 𝐽 > 0, если в данной области
функция 𝐴2 имеет минимум (ISCO второго типа). Для широкого класса функ-
ций 𝐶(𝑟) можно сформулировать следующий практически важный критерий: если
𝐶 ′(𝑟0) = 0, 𝑟0 > 0, то 𝐴2 имеет минимум для всех масс из некоторого интер-
вала 0 6 𝑚 6 𝑚𝑐, где 𝑚𝑐 > 𝑟0/3. Это утверждение сразу следует из (18), если
принять во внимание условия (14) и асимптотику (𝐴2)′ ∼ 2𝑚/𝑟2 > 0, 𝑟 → +∞.
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Рис. 1: Кротовая нора (20). Поле 𝜑 получено интегрированием в (15): 𝜑 → 0, 𝑟 → +∞
и 𝜑 → 2.950, 𝑟 → −∞.

В качестве примера рассмотрим конфигурации с 𝐶(𝑟) вида (см. Рис. 1):

𝐶(𝑟) =

{︃ (︀
81𝑟4 + 2𝑟2 − 4𝑟 + 8

)︀1/4
, 𝑟 < 0;(︀

𝑟4 + 2𝑟2 − 4𝑟 + 8
)︀1/4

, 𝑟 > 0.
(20)

Из (17) находим 𝑚0 = 0.2721. Конфигурации с массой 𝑚 < 𝑚0 являются голыми
сингулярностями, с 𝑚 > 𝑚0 – черными дырами. Конфигурация с 𝑚 = 𝑚0 – это
проходимая кротовая нора: 𝐴2 → 1/9 при 𝑟 → −∞ и 𝐴2 → 1 при 𝑟→ ∞. В дан-
ном примере классификация по типу ISCO выглядит так: конфигурации с массой
0 6 𝑚 6 𝑚𝑐,𝑚𝑐 ≈ 0.2400 имеют последние круговые орбиты второго типа (Рис. 2).
Конфигурации с массой 𝑚 > 𝑚𝑐 имеют ISCO первого типа.

Любой конфигурации можно поставить в соответствие функцию квадратов
удельных моментов вращения 𝐽2(𝑟), зависящую от радиуса круговой орбиты 𝑟.
Вне зависимости от функции 𝐶(𝑟) и массы 𝑚 функция 𝐽2(𝑟) имеет асимптотику
𝐽2(𝑟) = 𝑚𝑟 + 3𝑚2 + 𝑜(1) при 𝑟 → +∞. Однако при 𝑟 → 3𝑚 + 0 эта функция
может иметь различную асимптотику. В частности, если 3𝑚 < 𝑟0, где 𝑟0 – точ-
ка минимума функции 𝐶(𝑟), то 𝐽2(𝑟) → −∞, а также 𝐽2(𝑟) < 0 на интервале
3𝑚 < 𝑟 < 𝑟0: на этом интервале радиусов круговые орбиты не существуют. При
3𝑚 > 𝑟0 функция 𝐽2(𝑟) → +∞, 𝑟 → 3𝑚 + 0, однако данный факт не означает,
что функция 𝐽2(𝑟) неотрицательна для всех значений 𝑟 > 3𝑚. Если в некоторой
окрестности 𝑋 ⊂ (3𝑚,+∞) функция 𝐽2(𝑟) отрицательна, то круговые орбиты с
радиусами из 𝑋 вообще не существуют. В рассмотренном выше примере функция
𝐽2(𝑟) является неотрицательной всюду в области 𝑟 > 3𝑚 только для масс 𝑚 > 𝑚𝑐.
Если 3𝑚 = 𝑟0, то функция 𝐽2(𝑟) стремится к конечному значению при 𝑟 → 𝑟0 + 0.

Для рассмотренного выше примера характеристики конфигураций в зависи-
мости от массы приведены в Таблице 1.

В этом примере 𝑚0 > 𝑚𝑐, однако стоит отметить, что данное соотношение вы-
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Рис. 2: Голая сингулярность (15), (20) с промежуточной массой 𝑚 = 0.2. ISCO вто-
рого рода: 𝐽ISCO = 0, 𝑟ISCO = 1.418. Круговые орбиты существуют для всех 𝐽 > 0 и
𝑟 > 1.418. В области 3𝑚 = 0.6 < 𝑟 < 1.418 круговые орбиты отсутствуют; в частно-
сти, конфигурация не имеет фотонной орбиты.

Таблица 1

Масса Тип конфигурации Тип ISCO

0 6 𝑚 6 𝑚𝑐 Голые сингулярности II
𝑚𝑐 < 𝑚 < 𝑚0 Голые сингулярности I

𝑚 = 𝑚0 Проходимая кротовая нора I
𝑚 > 𝑚0 Черные дыры I

полняется не всегда. В частности, для функции 𝐶 =
(︀
𝑟4 + 2𝑟2 − 4𝑟 + 8

)︀1/4
имеем

15− 7
√

3

3
(︀√

3 + 9
)︀ = 𝑚0 < 𝑚𝑐 = 0.2400.

Для такой функции 𝐶(𝑟) характеристики конфигураций приведены в следующей
таблице:

Таблица 2

Масса Тип конфигурации Тип ISCO

0 6 𝑚 < 𝑚0 Голые сингулярности II
𝑚 = 𝑚0 Проходимая кротовая нора II

𝑚0 < 𝑚 6 𝑚𝑐 Черные дыры II
𝑚 > 𝑚𝑐 Черные дыры I

Среди гравитирующих конфигураций с фантомным скалярным полем имеется
специальный класс, включающий симметричные относительно горловины крото-
вые норы и топологические геоны. Симметричная относительно горловины крото-
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вая нора – это конфигурация с четной функцией 𝐶(𝑟) и нулевой массой 𝑚 = 0. В
этом случае функция 𝐴2(𝑟) четная и всюду положительная. Скалярное поле 𝜑(𝑟)
может быть либо четной, либо нечетной функцией. Топологический геон, образо-
ванный гравитирующим фантомным скалярным полем, представляет собой фак-
тормногообразие𝑀/Z2 с топологией R× RP3 ∖{𝑝}, где𝑀 – симметричная относи-
тельно горловины кротовая нора, а группа Z2 порождена изометрией 𝑟 ↦→ −𝑟 [10].
В этих случаях метрические функции 𝐴2, 𝐶 и эффективный потенциал имеют
экстремум одновременно (в обоих случаях только в точке 𝑟 = 0). Поэтому кру-
говые орбиты у таких конфигураций могут существовать только на горловине
кротовой норы или на топологической особенности соответствующего геона, при-
чем математически оба случая трактуются одинаково. Очевидно, что устойчивые
круговые орбиты существуют, если и только если 𝐴2 имеет минимум в точке 𝑟 = 0.
Из вида эффективного потенциала (9) также следует, что момент импульса мас-
сивной частицы на устойчивой круговой орбите принимает значения в интервале
0 6 𝐽 < 𝐽*, где 𝐽* определяется как решение уравнения 𝑉 ′′

𝑒𝑓𝑓 (0, 𝐽*) = 0. Для
значений 𝐽 из этого интервала

𝑉 ′
𝑒𝑓𝑓 (0, 𝐽) = 0 , 𝑉 ′′

𝑒𝑓𝑓 (0, 𝐽) > 0 ,

а для 𝐽 > 𝐽* орбита неустойчива и

𝑉 ′
𝑒𝑓𝑓 (0, 𝐽) = 0 , 𝑉 ′′

𝑒𝑓𝑓 (0, 𝐽 > 𝐽*) < 0 .

Специальный характер рассматриваемых конфигураций проявляется и в том, что
в условии (11) в равенство в точке 𝑟 = 0 выполняется тождественно и круговые
орбиты, вообще говоря, не являются фотонными. Для угловой скорости массивной
частицы интегралы движения (6) – (8) дают формулу

𝜔(𝐽) =
𝐽√︀

𝑉𝑒𝑓𝑓 (0, 𝐽)

𝐴2

𝐶2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=0

=
𝐽√

𝐶2 + 𝐽2

𝐴

𝐶

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=0

. (21)

Отмеченные общие свойства круговых орбит на горловине симметричных кро-
товых нор (и соответствующих топологических геонов) показаны на Рис. 3 для
однопараметрического (с параметром 𝑎 > 0) семейства функций

𝐶 =
(︀
𝑟4 + 𝑎𝑟2 + 1

)︀1/4
.

В промежутке значений параметра 0 6 𝑎 < 2 круговые орбиты неустойчивы.
При 𝑎 = 2 мы получим так называемое решение Эллиса [29], которое вообще
не допускает круговых орбит конечного радиуса. При 𝑎 > 2 функция 𝐴2 имеет
минимум в точке 𝑟 = 0 и существуют устойчивые круговые орбиты.

Заключение

Гравитирующие конфигурации с фантомным скалярным полем являются бо-
лее сложными для анализа объектами в сравнении с вакуумными решениями и
конфигурациями с классическим скалярным полем и не могут быть охарактери-
зованы при помощи конечного числа параметров. Однако использование метода
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Рис. 3: Слева: Графики функций 𝐴2 для топологических геонов. Справа: Графики эф-
фективных потенциалов (𝑎 = 4). Устойчивые круговые орбиты существуют только
для 𝐽2 < 0.52

обратной задачи и квазиглобальных координат дает возможность провести гру-
бую классификацию круговых орбит вблизи этих объектов и изучить их общие
свойства.

В работе рассмотрены свойства и числовые характеристики круговых орбит
гравитирующих конфигураций с фантомным скалярным полем и неотрицатель-
ной массой. В этом случае асимптотика метрической функции площади 𝐶(𝑟) (в
квазиглобальных координатах) полностью определяет тип конфигурации (голая
сингулярность, черная дыра, кротовая нора), причем проходимая кротовая нора,
асимптотически плоская по обе стороны от своей горловины, существует только
для единственного значения массы конфигурации при заданной функции 𝐶(𝑟) с
линейной асимптотикой при 𝑟 → −∞. Независимо от типа гравитирующей кон-
фигурации, устойчивые круговые орбиты могут существовать только в области
𝑟 > 3𝑚, 𝑟 > 𝑟0, где 𝑟0 – точка минимума функции 𝐶(𝑟). Наиболее существенным
результатом является классификация гравитирующих конфигураций с фантом-
ным скалярным полем по типам последней устойчивой круговой орбиты (ISCO):
существуют два типа таких орбит, поименованных в работе как ISCO первого и
второго типа. ISCO первого типа вполне аналогичны ISCO шварцшильдовой чер-
ной дыры радиуса 6𝑚, с тем уточнением, что у гравитирующих конфигураций с
фантомным скалярным полем радиусы ISCO принимают значения в промежутке
3𝑚 < 𝑟 6 6𝑚. У конфигураций, имеющих ISCO второго типа, частицы на этой
орбите имеют нулевой удельный момент импульса и нулевую угловую скорость,
то есть покоятся относительно удаленного наблюдателя.

Как особый тип гравитирующих конфигураций с фантомным скалярным по-
лем, в работе детально рассмотрены симметричные кротовые норы и соответству-
ющие топологические геоны. У тих объектов круговые орбиты существовуют толь-
ко на горловине или соответствующей топологической особенности; исключитель-
ным случаем является кротовая нора Эллиса, которая не имеет круговых орбит.
При этом круговые орбиты устойчивы только для функций 𝐶(𝑟) специального
вида, причем значения удельного момента импульса, определяющие устойчивые
орбиты, ограничены сверху.
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Полученные результаты в ближайшей перспективе могут быть использованы
при моделировании астрофизических объектов, в частности, при построении мо-
делей сверхмассивных черных дыр в центрах галактик, окруженных темной ма-
терией.
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In this work we consider general properties of circular orbits in the neighbor-
hood of spherically symmetric static configurations of gravitating phantom
scalar fields. In this case the metric area function 𝐶(𝑟) (in the quasiglobal
coordinates) completely determines the type of a configuration (black hole,
naked singularity, wormhole). In any of these cases stable circular orbits can
exist only in the region 𝑟 > 3𝑚, 𝑟 > 𝑟0, where 𝑟0 is a unique minimum point
of the function 𝐶(𝑟), and𝑚 is the mass of the configuration. Wormholes that
are symmetric relative to the throat, and topological geons can have circular
orbits only on their throats or on the corresponding topological surfaces; at
that, possible values of specific angular momentums on the corresponding
stable orbits are bounded from above. We also present a classification of
the gravitating configurations according to type of their innermost stable
circular orbits.

Keywords: innermost stable circular orbit, phantom scalar field, black
hole, wormhole, topological geon.
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