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В статье изучаются пространства квазиинвариантных мер, снабжен-
ных различными топологиями. Исследуются их вложения, проектив-
ные разложения, условия их метризуемости. Доказываются теоремы о
сходимости направленностей квазиинвариантных мер и об их продол-
жениях. Более того, изучаются ассоциированные с ними равномерные
пространства.
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Введение

Меры и их пространства играют очень важную роль в функциональном ана-
лизе и теории вероятностей [1–10], [11]- [5]. Среди них квазиинвариантные меры
широко используются во многих ответвлениях математики, включая гармониче-
ский анализ, представления групп и геометрию. Хотя пространства мер интен-
сивно изучались, свойства пространств квазиинвариантных мер оставались менее
изученными.

Конкретные примеры семейств квазиинвариантных мер содержатся в цити-
рованной выше литературе. Они включают в себя квазиинвариантные меры на
гильбертовых пространствах и на банаховых пространствах или более общих то-
пологических векторных пространствах относительно собственных аддитивных
подгрупп [2, 8, 9]- [6, 15, 26, 27]. Также были описаны меры квазиинвариантные от-
носительно групп преобразований состоящих из линейных 𝐴 или нелинейных опе-
раторов 𝐵 на сепарабельном вещественном гильбертовом пространстве 𝑙2 таких,
что 𝐴−𝐼 или 𝐵′(𝑥)−𝐼 являются ядерными операторами или более общим образом
операторами Гильберта-Шмидта с некоторыми другими наложенными условиями,
где 𝐼 обозначает единичный оператор, 𝐵′(𝑥) обозначает сильную (Фреше) произ-
водную оператора 𝐵 в точке 𝑥 ∈ 𝑋. В частности, они могут быть гауссовыми
мерами.

Также квазиинвариантные меры на топологических группах, которые могут
быть нелокально компактными относительно собственных подгрупп, исследова-
лись в работах [2,10,18,19,21-23]. Более общим образом изучались квазиинвари-
антные меры на многообразиях и топологических пространствах, которые могут
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быть нелокально компактными относительно групп преобразований [2, 12, 20, 23].
Для локально компактных групп и топологических пространств изучение квази-
инвариантных мер было начато еще раньше (смотри, например, [4, 28] и ссылки
в них). Используя полиэдральные разложения полных равномерных пространств,
можно задать обширные семейства квазиинвариантных мер на полных равномер-
ных пространствах относительно определенных их групп преобразований [15,23].

В отличии от пространств мер, семейства квазиинвариантных мер оказывают-
ся в общем случае нелинейными, но могут быть снабжены топологической или
равномерной структурами.

Данная работа продолжает предыдущие публикации [15, 18] автора по данной
теме и затрагивает новые аспекты теории.

В тех публикациях изучалась сходимость направленностей квазиинвариантных
мер, но с довольно сильным условием на факторы квазиинвариантности мер типа
равномерной сходимости на каждом компактном подмножестве. В данной работе
рассматриваются более общие классы мер и накладываются более слабые условия
на факторы квазиинвариантности и топологии. Более того, исследуются новые
общие свойства топологических пространств квазиинвариантных мер, кроме схо-
димости направленностей мер.

В данной статье изучаются пространства квазиинвариантных мер, снабженных
различными топологиями. Исследуются их вложения, проективные разложения,
условия их метризуемости. Доказаны также теоремы о сходимости направлен-
ностей квазиинвариантных мер и об их продолжениях. Более того, приводятся
результаты об ассоциированных с ними равномерных пространствах.

Как известно, при определенных условиях может существовать производная
Радона-Никодима одной 𝜎-гладкой меры относительно другой меры [3,4]. Однако,
в данной работе заранее не предполагается, что квазиинвариантная мера долж-
на иметь фактор квазиинвариантности, то есть производную Радона-Никодима
преобразованной меры относительно исходной меры.

Во второй теореме сравниваются две различные топологии на пространствах
мер, принимая во внимание группы преобразований. В предложении 5 выясне-
на связь между квазиинвариантными мерами и числом Суслина топологического
пространства. В теореме 6 раскрывается взаимная зависимость между ограничен-
ными квазиинвариантными функционалами и 𝜎-гладкими квазиинвариантными
мерами. Также изучается отношение эквивалентности на пространстве непрерыв-
ных функций, индуцированное фактором квазиинвариантности (смотри предло-
жение 7 и следствие 8).

В предложении 9 доказано, что в топологическом пространстве квазиинвари-
антных мер имеются замкнутые линейные подпространства относительно слабой
топологии. Доказывается теорема 11 о продолжениях квазиинвариантных мер
с тихоновского топологического пространства на их волмэновские расширения.
Метризуемость пространств квазиинвариантных мер при определенных условиях
описана в теореме 12. Некоторые результаты об областях значений квазиинвари-
антных мер доказаны в лемме 13 и предложении 14. Условия, при которых про-
странства квазиинвариантных мер плотны в пространстве мер в слабой топологии,
также изучаются (смотри теорему 15 и предложение 16).

Равномерные пространства ассоциированные с алгебрами множеств и про-
странствами квазиинвариантных мер, и действиями на них групп исследуются
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в теоремах 18 и 19. Далее доказана теорема 21 о сходимости последовательностей
квазиинвариантных мер при довольно мягких условиях. Продолжения квазиинва-
риантных мер для топологических групп также исследуются (смотри теорему 22).
Результаты о разложениях квазиинвариантных мер и их пространств с помощью
обратных спектров даются в теоремах 23 и 24.

Все главные результаты данной статьи получены впервые.

1. Семейства квазиинвариантных мер

Во избежание недоразумений сначала даются определения, которые могут ва-
рьироваться в литературе.

1. Определения. Пусть 𝑋 будет 𝑇1 ∩ 𝑇3.5 топологическим пространством и
пусть 𝐺 будет группой, действующей на 𝑋, так что каждому элементу 𝑔 ∈ 𝐺
соответствует отображение ℎ𝑔 : 𝑋 → 𝑋 удовлетворяющее условиям: ℎ𝑔 ∘ ℎ𝑗 =
ℎ𝑔𝑗 для всех 𝑔, 𝑗 ∈ 𝐺 и ℎ𝑒 = 𝑖𝑑, где 𝑖𝑑(𝑥) = 𝑥 для любого 𝑥 ∈ 𝑋 обозначает
тождественное отображение, 𝑒 обозначает единичный элемент в 𝐺. Кратко это
будет записываться ℎ𝑔(𝑥) = 𝑔𝑥 для любых 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑥 ∈ 𝑋.

Пусть 𝐶(𝑋,F) (или 𝐶𝑏(𝑋,F)) - это пространство всех непрерывных (или непре-
рывных и ограниченных) функций из топологического пространства 𝑋 в по-
ле F, где поле F является полем вещественных чисел F = R или полем ком-
плексных чисел F = C. Положим Z := {𝑍 : 𝑍 = 𝑓−1(0), 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,R)} и
U := {𝑈 : 𝑈 = 𝑋 ∖ 𝑍, 𝑍 ∈ Z}, также будет использоваться обозначение ℋ = ℋ(𝑋)
для минимальной алгебры содержащей эти семейства Z и U, тогда ℬ = ℬ(𝑋) обо-
значает минимальную 𝜎-алгебру содержащую Z и U.

Далее предполагается, что 𝑔 : ℋ → ℋ и 𝑔𝑋 = 𝑋 для любого элемента 𝑔 ∈ 𝐺,
если не будет оговорено что-либо иное.

Меры 𝑚,𝑛 : ℋ → F называются эквивалентными 𝑚 ∼ 𝑛, если |𝑚| << |𝑛| и
|𝑛| << |𝑚|, где |𝑚| обозначает вариацию меры 𝑚, то время как двойное неравен-
ство |𝑚| << |𝑛| означает, что |𝑚| абсолютно непрерывна относительно |𝑛|.

Мера 𝑚 : ℋ → F называется (лево) квазиинвариантной относительно группы
𝐺, если 𝑚𝑔 эквивалентна 𝑚 для всякого 𝑔 ∈ 𝐺, где 𝑚𝑔(𝐴) := 𝑚(𝑔−1𝐴) для любого
𝐴 ∈ ℋ. Тогда 𝑑𝑚(𝑔, 𝑥) := 𝑚𝑔(𝑑𝑥)/𝑚(𝑑𝑥) обозначает (левый) фактор квазиинвари-
антности меры 𝑚, когда он существует, где 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑥 ∈ 𝑋 и предполагается, что
𝑑𝑚(𝑔, 𝑥) ∈ F.

Мы будем использовать обозначение 𝑀(𝑋,F,ℋ) для семейства мер на ℋ со
значениями в F. Соответствующее семейство всех квазиинвариантных относитель-
но группы 𝐺 мер на измеримом пространстве (𝑋,ℋ) мы обозначим посредством
𝑄(𝑋,F,ℋ, 𝐺), а его подсемейство неотрицательных мер 𝑄+(𝑋,R,ℋ, 𝐺).

Пусть функция 𝑑 : 𝐺×𝑋 → F удовлетворяет условиям:
(1) 𝑑(𝑒, 𝑥) = 1 для всякого 𝑥 ∈ 𝑋, где 𝑒 ∈ 𝐺 обозначает единичный элемент

группы 𝐺,
(2) 𝑑(𝑔, 𝑥) ̸= 0 для любых 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑥 ∈ 𝑋, также пусть
(3) 𝑑 удовлетворяет условию коцикла: 𝑑(𝑠𝑔, 𝑥) = 𝑑(𝑔, 𝑠−1𝑥)𝑑(𝑠, 𝑥) для любых

𝑠, 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑥 ∈ 𝑋.
Мы обозначим через 𝑄𝑑(𝑋,F,ℋ, 𝐺) семейство всех мер 𝑚 ∈ 𝑀(𝑋,F,ℋ) так,

что мера 𝑚 является лево квазиинвариантной с существующим фактором квази-
инвариантности 𝑑𝑚(𝑔, 𝑥) = 𝑑(𝑔, 𝑥) для всякого 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑚-почти всех 𝑥 ∈ 𝑋. Его
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подсемейство неотрицательных мер мы обозначим через 𝑄+,𝑑(𝑋,R,ℋ, 𝐺). Если
некоторые данные наподобие F или 𝐺, или ℋ указаны, то они могут быть для
краткости опущены из обозначения.

2. Топологии на пространствах квазиинвариантных мер

2. Теорема. Семейства окрестностей

(1) 𝑁𝑠(𝑚0; 𝑓1, ..., 𝑓𝑛;𝐺; 𝑦) :=

{𝑚 : 𝑚 ∈𝑀(𝑋), ∀𝑟 = 1, ..., 𝑛 𝑠𝑢𝑝𝑔∈𝐺|
∫︁
𝑋

𝑓𝑟(𝑥)(𝑚𝑔(𝑑𝑥) −𝑚𝑔
0(𝑑𝑥)| < 𝑦};

(2) 𝑁𝑤(𝑚0; 𝑓1, ..., 𝑓𝑛; 𝑔(1), ..., 𝑔(𝑘); 𝑦) :=

{𝑚 : 𝑚 ∈𝑀(𝑋), ∀𝑟 = 1, ..., 𝑛, 𝑗 = 1, ..., 𝑘 |
∫︁
𝑋

𝑓𝑟(𝑥)(𝑚𝑔(𝑗)(𝑑𝑥) −𝑚
𝑔(𝑗)
0 (𝑑𝑥)| < 𝑦}

индуцируют 𝑇1∩𝑇3.5 топологии 𝜏𝑠(𝐺) и 𝜏𝑤(𝐺) на 𝑀(𝑋) = 𝑀(𝑋,F,ℋ) и 𝑄(𝑋) →˓
𝑀(𝑋), где 𝑓1 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F), ..., 𝑓𝑛 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F), 𝑛, 𝑘 ∈ N, 𝑦 > 0 и 𝑔(1) ∈ 𝐺, ..., 𝑔(𝑘) ∈ 𝐺,
𝑄(𝑋) = 𝑄(𝑋,F,ℱ , 𝐺). В общем случае первая топология сильнее, чем вторая,
когда 𝑋 и 𝐺 бесконечны. Если ℎ𝑔 : 𝑋 → 𝑋 - это гомеоморфизм для любого 𝑔 ∈ 𝐺,
то топология 𝜏𝑤(𝐺) эквивалентна обычной слабой топологии 𝜏𝑤 = 𝜏𝑤({𝑒}).

Доказательство. Если 𝑚 ∈ 𝑀(𝑋), то 𝑚𝑔 ∈ 𝑀(𝑋), так как 𝑔 : ℋ → ℋ,
где 𝑚𝑔(𝐸) := 𝑚(𝑔−1𝐸) для любых 𝐸 ∈ ℋ и 𝑔 ∈ 𝐺, хотя 𝑚𝑔 не обязано быть
эквивалентна 𝑚. Сначала мы проверим из формул (1) и (2), что

𝑁𝑠(𝑚0; 𝑓1, ..., 𝑓𝑛;𝐺; 𝑦) ∩ 𝑁𝑠(𝑚0;ℎ1, ..., ℎ𝑘;𝐺; 𝑦) = 𝑁𝑠(𝑚0; 𝑓1, ..., 𝑓𝑛, ℎ1, ..., ℎ𝑘;𝐺; 𝑦)
и

𝑁𝑤(𝑚0; 𝑓1, ..., 𝑓𝑛; 𝑔(1), ..., 𝑔(𝑘); 𝑦) ∩𝑁𝑤(𝑚0;ℎ1, ..., ℎ𝑙;𝑢(1), ..., 𝑢(𝑡); 𝑦) =
𝑁𝑤(𝑚0; 𝑓1, ..., 𝑓𝑛, ℎ1, ..., ℎ𝑙; 𝑔(1), ..., 𝑔(𝑘), 𝑢(1), ..., 𝑢(𝑡); 𝑦)

для любых функций 𝑓1 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F), ..., 𝑓𝑛 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F), ℎ1 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F), ..., ℎ𝑙 ∈
𝐶𝑏(𝑋,F) и элементов группы 𝑔(1) ∈ 𝐺, ..., 𝑔(𝑘) ∈ 𝐺, 𝑢(1) ∈ 𝐺, ..., 𝑢(𝑡) ∈ 𝐺. Также
для любого 𝑚0 ∈ 𝑀(𝑋) существуют непустые окрестности 𝑁𝑠(𝑚0; 𝑓1, ..., 𝑓𝑛;𝐺; 𝑦)
и 𝑁𝑤(𝑚0; 𝑓1, ..., 𝑓𝑛; 𝑔(1), ..., 𝑔(𝑘); 𝑦). Поэтому, семейства B𝑠(𝐺) и B𝑤(𝐺) даваемые
формулами (1) и (2) соответственно являются базами топологий, так как они удо-
влетворяют условиям 1.1(𝐵1, 𝐵2) [29], следовательно, они индуцируют топологии,
которые будут обозначаться 𝜏𝑠(𝐺) и 𝜏𝑤(𝐺) соответственно.

В силу теоремы II.1 [5] топологическое пространство (𝑀(𝑋), 𝜏𝑤(𝐺)) является
вполне регулярным (тихоновским), то есть, (𝑀(𝑋), 𝜏𝑤(𝐺)) ∈ 𝑇1 ∩ 𝑇3.5. Посколь-
ку 𝑄(𝑋) ⊂ 𝑀(𝑋), то топология 𝜏𝑤(𝐺) на 𝑀(𝑋) индуцирует соответствующую
топологию на 𝑄(𝑋) и, следовательно, (𝑄(𝑋), 𝜏𝑤(𝐺)) ∈ 𝑇1 ∩ 𝑇3.5.

В том случае, когда топологическое пространство 𝑋 и группа 𝐺 бесконеч-
ны, топология 𝜏𝑠(𝐺) в общем случае сильнее, чем 𝜏𝑤, так как окрестность
𝑁𝑠(𝑚0; 𝑓1, ..., 𝑓𝑛;𝐺; 𝑦) с непостоянными непрерывными ограниченными функция-
ми 𝑓1, ..., 𝑓𝑛 не может быть в общем случае получена как конечное пересечение
слабых окрестностей 𝑁𝑤(𝑚0; 𝑓1, ..., 𝑓𝑛; 𝑔(1), ..., 𝑔(𝑘); 𝑦), где 𝑛, 𝑘 ∈ N.

Если 𝑚0 ̸= 𝑚1 ∈ 𝑀(𝑋), то существует функция 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F) такая, что
𝑚0(𝑓) ̸= 𝑚1(𝑓) (смотри также [1,3]), где

𝑚(𝑓) :=

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑚(𝑑𝑥),
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так как 𝑋 ∈ 𝑇1 ∩ 𝑇3.5. Тогда

sup
𝑔∈𝐺

|𝑚𝑔
0(𝑓) −𝑚𝑔

1(𝑓)| > |
∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)[𝑚0(𝑑𝑥) −𝑚1(𝑑𝑥)]| = 𝑦 > 0,

так как 𝑚𝑒(𝑑𝑥) = 𝑚(𝑑𝑥) для единичного элемента 𝑒 группы 𝐺. Поэтому,
𝑁𝑠(𝑚0; 𝑓 ;𝐺; 𝑦/4) ∩ 𝑁𝑠(𝑚1; 𝑓 ;𝐺; 𝑦/4) = ∅, следовательно, (𝑀(𝑋), 𝜏𝑠(𝐺)) ∈ 𝑇2 и,
следовательно, (𝑀(𝑋), 𝜏𝑠(𝐺)) ∈ 𝑇1 (смотри также §1.5 [29]).

Пусть теперь 𝑚0 ∈ 𝑀(𝑋) и пусть 𝐽 будет замкнутым подмножеством в топо-
логическом пространстве (𝑀(𝑋), 𝜏𝑠(𝐺)). Мы возьмем окрестность

𝑈 := 𝑁(𝑚0; 𝑓1, ..., 𝑓𝑛;𝐺; 𝑦)
меры 𝑚0 ∈𝑀(𝑋) и отметим, что

𝑈 =

𝑛⋂︁
𝑗=1

𝑁(𝑚0; 𝑓𝑗 ;𝐺; 𝑦),

где 𝑦 > 0. Положим

𝑢𝑗(𝑚) := min(sup
𝑔∈𝐺

|𝑚𝑔(𝑓𝑗) −𝑚𝑔
0(𝑓𝑗)|/𝑦, 1),

тогда 𝑢𝑗(𝑚) непрерывна относительно 𝜏𝑠(𝐺) топологии на 𝑀(𝑋), где 𝑦 > 0 -
это отмеченное число. Более того, 𝑢𝑗(𝑚0) = 0, а также 𝑢𝑗(𝑚) = 1 на 𝑀(𝑋) −
𝑁(𝑚0; 𝑓1, ..., 𝑓𝑛;𝐺; 𝑦). Таким образом, функция 𝑢(𝑚) := max(𝑢1, ...., 𝑢𝑛) такова, что
𝑢(𝑚0) = 0 и 𝑢(𝑚) = 1 на 𝑀(𝑋) − 𝑈 . Это означает, что (𝑀(𝑋), 𝜏𝑠(𝐺)) ∈ 𝑇3.5.

Поскольку 𝑄(𝑋) ⊂𝑀(𝑋), то топология 𝜏𝑠(𝐺) на𝑀(𝑋) индуцирует ее на 𝑄(𝑋)
и, следовательно, (𝑄(𝑋), 𝜏𝑠(𝐺)) ∈ 𝑇1 ∩ 𝑇3.5.

Пусть теперь ℎ𝑔 : 𝑋 → 𝑋 будет гомеоморфизмом для любого 𝑔 ∈ 𝐺, тогда
каждой ограниченной непрерывной функции 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F) соответствует 𝑓𝑔 ∈
𝐶𝑏(𝑋,F), где 𝑓𝑔(𝑥) := 𝑓(𝑔−1𝑥) для всякого 𝑥 ∈ 𝑋. Поэтому, из равенства∫︁

𝑋

𝑓(𝑥)𝑚𝑔(𝑑𝑥) =

∫︁
𝑋

𝑓𝑔
−1

(𝑦)𝑚(𝑑𝑦)

для любых 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F) и 𝑔 ∈ 𝐺 вытекает, что

(3) 𝑁𝑤(𝑚0; 𝑓1, ..., 𝑓𝑛; 𝑔(1), ..., 𝑔(𝑘); 𝑦) :=

𝑛⋂︁
𝑖=1

𝑘⋂︁
𝑗=1

𝑁𝑤(𝑚0; 𝑓𝑖,𝑗 ; 𝑦),

где 𝑓𝑔(𝑦) := 𝑓(𝑔−1𝑦), 𝑓𝑖,𝑗 = 𝑓
𝑔(𝑗)−1

𝑖 для любых 𝑖 = 1, ..., 𝑛 and 𝑗 = 1, ..., 𝑘. Таким
образом, топология 𝜏𝑤(𝐺) на 𝑀(𝑋) эквивалентна слабой топологии 𝜏𝑤 = 𝜏𝑤({𝑒}),
так как их базы B𝑤(𝐺) и B𝑤({𝑒}) эквивалентны в рассматриваемом случае.

3. Следствие. (𝑄+(𝑋), 𝜏𝑤) замкнуто в топологическом пространстве
(𝑄(𝑋), 𝜏𝑤) и (𝑄+(𝑋), 𝜏𝑠(𝐺)) замкнуто в топологическом пространстве
(𝑄(𝑋), 𝜏𝑠(𝐺)).

Доказательство. Если (𝑚𝑗 : 𝑗 ∈ 𝐽) - это направленность неотрицательных
мер сходящаяся к 𝑚 в (𝑄(𝑋), 𝜏𝑤) или в (𝑄(𝑋), 𝜏𝑠(𝐺)) соответственно, тогда ее
предел 𝑚 также неотрицателен.
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4. Определения. Подмножество 𝑉 в пространстве 𝐶(𝑋,R) называется огра-
ниченным, если существуют две функции 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋,R) и ℎ ∈ 𝐶(𝑋,R) такие, что
𝑓 6 𝑢 6 ℎ для любого 𝑢 ∈ 𝑉 .

Говорят, что линейный функционал 𝑝 : 𝐶(𝑋,R) → R ограничен, если 𝑝(𝑉 )
ограниченно в R для любого подмножества 𝑉 ограниченного в 𝐶(𝑋,R).

Ограниченный линейный функционал 𝑝 называется 𝜎-гладким (или 𝜏 -
гладким), если

lim𝑛 𝑝(𝑓𝑛) = 0 для любой последовательности (направленности) (𝑓𝑛 : 𝑛 ∈ 𝐴) в
𝐶(𝑋,R) такой, что 𝑓𝑛 ↓ 0
(то есть, 𝑓𝑛(𝑥) > 𝑓𝑚(𝑥) > 0 для любого 𝑚 > 𝑛 ∈ 𝐴 и lim𝑛 𝑓𝑛(𝑥) = 0 для любого
𝑥 ∈ 𝑋), где 𝐴 = N (или 𝐴 - это направленное множество соответственно). Тогда
C-линейный функционал 𝑝 : 𝐶(𝑋,C) → 𝐶(𝑋,C) ограничен, если 𝑝 = 𝑝1 + 𝑖𝑝2 и их
ограничения 𝑝𝑗 |𝐶(𝑋,R) : 𝐶(𝑋,R) → R являются R-линейными и ограниченными
для 𝑗 = 1 и 𝑗 = 2, где 𝑝𝑗 : 𝐶(𝑋,C) → 𝐶(𝑋,C) - это C-линейные функционалы для
𝑗 = 1 и 𝑗 = 2; 𝑖 =

√
−1.

Соответствующие меры на ℬ называются 𝜎-гладкими или 𝜏 -гладкими соответ-
ственно, их семейства обозначим посредством 𝑀𝜎(𝑋,F,ℋ) или 𝑀𝜏 (𝑋,F,ℋ), в то
время как соответствующие семейства квазиинвариантных относительно группы
𝐺 мер будут обозначаться 𝑄𝜎(𝑋,F,ℱ , 𝐺) или 𝑄𝜏 (𝑋,F,ℋ, 𝐺). Когда некоторые
данные типа F, 𝐺 или ℋ указаны, то они могут быть опущены для краткости из
этих обозначений.

5. Предложение. Если хаусдорфова топологическая группа 𝑌 имеет лево
квазиинвариантную 𝜎-конечную 𝜎-гладкую меру 𝑚 : ℬ(𝑌 ) → [0,∞] относительно
плотной подгруппы 𝐺, а также 0 < 𝑚(𝑈) для любого открытого симметричного
подмножества 𝑈 = 𝑈−1 в 𝑌 , то число Суслина 𝑠(𝑌 ) для 𝑌 счетно, 𝑠(𝑌 ) 6 ℵ0.

Доказательство. Мера 𝑚 квазиинвариантна, следовательно, если 𝑚(𝑉 ) = 0
для некоторого подмножества 𝑉 ∈ ℬ(𝑌 ) в 𝑌 , то 𝑚𝑔(𝑉 ) = 0 для всех 𝑔 ∈ 𝐺.

С другой стороны, для любой симметричной окрестности 𝑊 = 𝑊−1 единично-
го элемента 𝑒 в 𝑌 и всякого открытого подмножества 𝑇 в 𝑌 существует элемент
𝑔 ∈ 𝐺 такой, что 𝑔−1𝑊 ∩ 𝑇 ̸= ∅. Мера 𝑚 является 𝜎-конечной, то есть, имеется
счетное дизъюнктное семейство подмножеств 𝑌𝑗 ∈ ℬ(𝑌 ) такое, что 0 < 𝑚(𝑌𝑗) <∞
и 𝑌 =

⋃︀∞
𝑗=1 𝑌𝑗 , где 𝑌𝑗 ∩ 𝑌𝑘 = ∅ для любого 𝑗 ̸= 𝑘. Поэтому, для любого открытого

симметричного подмножества 𝑊 = 𝑊−1 в 𝑌 мы имеем, что существует число 𝑗,
для которого 𝑚(𝑊 ∩ 𝑌𝑗) > 0, так как 0 < 𝑚(𝑊 ). Следовательно, 𝑚𝑔(𝑊 ∩ 𝑌𝑗) > 0
для любого 𝑔 ∈ 𝐺 и, следовательно, 𝑚(𝑔−1𝑊 ) > 0.

Предположим противное, что 𝑠(𝑌 ) > ℵ0, тогда существует семейство открытых
подмножеств𝑊𝑏 = 𝑊−1

𝑏 и элементов 𝑔𝑏 ∈ 𝐺 такие, что 𝑔−1
𝑏 𝑊𝑏∩𝑔−1

𝑐 𝑊𝑐 = ∅ для лю-
бого 𝑏 ̸= 𝑐 ∈ 𝐽 , где 𝐽 - это множество мощности 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐽) > ℵ0. Тогда 𝑐𝑎𝑟𝑑{(𝑏, 𝑖) : 𝑏 ∈
𝐽, 𝑖 ∈ N, 𝑚(𝑔−1

𝑏 𝑊𝑏 ∩𝑌𝑖) > 0} > ℵ0. Это влечет существование положительного ра-
ционального числа 𝑦 такого, что 𝑐𝑎𝑟𝑑{(𝑏, 𝑖) : 𝑏 ∈ 𝐽, 𝑖 ∈ N, 𝑚(𝑔−1

𝑏 𝑊𝑏∩𝑌𝑖) > 𝑦} > ℵ0

и, следовательно, существует 𝑗 такое, что 𝑐𝑎𝑟𝑑{𝑏 : 𝑏 ∈ 𝐽, 𝑚(𝑔−1
𝑏 𝑊𝑏∩𝑌𝑗) > 𝑦} > ℵ0,

так как ℵ0ℵ0 = ℵ0. Но это приводит к противоречию, так как мера 𝑚 является
𝜎-гладкой и 𝜎-конечной, 0 < 𝑚(𝑌𝑗) <∞.

3. Функционалы, соответствующие квазиинвариантным мерам

6. Теорема. Пусть 𝑝 – это ограниченный линейный функционал на 𝐶(𝑋,F)
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такой, что

𝑝(𝑓𝑔
−1

(𝑥)) = 𝑝(𝑑(𝑔, 𝑥)𝑓(𝑥)) (1)

для любых 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F) и 𝑔 ∈ 𝐺, где 𝑑(𝑔, 𝑥) – это непрерывная функция по пе-
ременной 𝑥 для любого 𝑔 ∈ 𝐺, где 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓𝑔(𝑥) := 𝑓(𝑔−1𝑥). Тогда существует
квазиинвариантная 𝜎-гладкая мера 𝑚, 𝑚 ∈ 𝑄𝑑𝜎(𝑋,F) такая, что

𝑝(𝑓) =

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑚(𝑑𝑥) (2)

для любого 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋,R). Более того, 𝑑 удовлетворяет условиям 1(1−3) (смотри
определения 1) 𝑚-почти всюду на 𝑋.

Доказательство. В силу теоремы I.23 [5] и §4 существует мера 𝑚 ∈𝑀𝜎(𝑋,F)
такая, что выполняется формула (2) для любой 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋,F). Заметим, что каждый
шар

𝐵(𝑓, 𝑟) := {𝑢 : 𝑢 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,R); ‖𝑢‖ 6 𝑟}

радиуса 0 < 𝑟 <∞ в 𝐶𝑏(𝑋,R) ограничен в 𝐶(𝑋,R), так как −𝑟− 𝑠 6 𝑢(𝑥) 6 𝑟+ 𝑠
для любого 𝑥 ∈ 𝑋, где

𝑠 = ‖𝑓‖ := sup
𝑥∈𝑋

|𝑓(𝑥)|,

в то время как 1𝑋 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,R) ⊂ 𝐶(𝑋,R), где 1𝑋(𝑥) = 1 для любого 𝑥 ∈ 𝑋.
Согласно условиям этой теоремы функционал 𝑝 ограничен и линеен на 𝐶(𝑋,F),
следовательно, его ограничение на 𝐶𝑏(𝑋,F) также непрерывно в силу определения
4, так как 𝐶𝑏(𝑋,C) = 𝐶𝑏(𝑋,R)⊕R 𝑖𝐶𝑏(𝑋,R). С другой стороны, имеется равенство∫︁

𝑋

𝑓(𝑥)𝑚𝑔(𝑑𝑥) =

∫︁
𝑋

𝑓𝑔
−1

(𝑦)𝑚(𝑑𝑦) (3)

для любых 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F) и 𝑔 ∈ 𝐺, так как 𝑔 : ℋ → ℋ и 𝑔𝑋 = 𝑋, где 𝑚𝑔(𝑑𝑥) :=
𝑚(𝑔−1𝑑𝑥). Из формул (1) и (3) вытекает, что

𝑝(𝑓𝑔
−1

) =

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑚𝑔(𝑑𝑥)

и 𝑚𝑔 ∈ 𝑀𝜎(𝑋,F) для всех 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F). Более того, теоремы I.5, I.22 [5]
и равенства (1, 3) влекут, что 𝑚𝑔 эквивалентна мере 𝑚 для любого 𝑔 ∈ 𝐺, так
как непрерывная ограниченная функция 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F) произвольна, следователь-
но, 𝑚 ∈ 𝑄𝑑𝜎(𝑋,R). Тогда из теорем I.5, I.22 [5] и (1, 2) мы выводим, что вы-
полняется тождество 𝑚𝑔(𝑑𝑥)/𝑚(𝑑𝑥) = 𝑑(𝑔, 𝑥) 𝑚-почти всюду на 𝑋 для любого
𝑔 ∈ 𝐺. В самом деле, как функция переменной 𝑥 фактор квазиинвариантности
𝑑(𝑔, 𝑥) принадлежит 𝐶(𝑋,F) и, следовательно, 𝑑(𝑔, )𝐶𝑏(𝑋,F) ⊂ 𝐶(𝑋,F) для лю-
бого 𝑔 ∈ 𝐺, где 𝑚𝑔(𝑑𝑥)/𝑚(𝑑𝑥) обозначает производную Радона-Никодима (смотри,
например, [3, 4]). Тогда

𝑚𝑠𝑔(𝑑𝑥)/𝑚(𝑑𝑥) = [𝑚(𝑔−1𝑠−1𝑑𝑥)/𝑚(𝑠−1𝑑𝑥)][𝑚(𝑠−1𝑑𝑥)/𝑚(𝑑𝑥)]

⇒ 𝑑(𝑠𝑔, 𝑥) = 𝑑(𝑔, 𝑠−1𝑥)𝑑(𝑠, 𝑥)

для любого 𝑠, 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑚-почти всюду по переменной 𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋. Более того,
𝑚𝑒(𝑑𝑥)/𝑚(𝑑𝑥) = 1 для любого 𝑥 ∈ 𝑋, так как 𝑚𝑒 = 𝑚. Поэтому, функция 𝑑
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удовлетворяет условиям 1(1 − 3) (смотри определения 1) 𝑚-почти всюду на 𝑋 по
переменной 𝑥 и для любых отмеченных элементов 𝑠, 𝑔 ∈ 𝐺 в условиях 1(2, 3).

4. Отношение эквивалентности, индуцированное фактором квазиинва-
риантности

7. Предложение. Предположим, что функция 𝑑 : 𝐺×𝑋 → F удовлетворяет
условиям 1(1 − 3) (смотри определения 1) и непрерывна по переменной 𝑥 на 𝑋
для любого 𝑔 ∈ 𝐺, и отображение 𝑔 : 𝑋 → 𝑋 непрерывно для любого элемента
𝑔 ∈ 𝐺.

Тогда существует отношение эквивалентности на 𝐶(𝑋,F), индуцированное
такой функцией 𝑑.

Доказательство. Для всяких функций 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋,F), ℎ ∈ 𝐶(𝑋,F) мы скажем,
что они эквивалентны 𝑓Υ𝑑ℎ тогда и только тогда, когда существует элемент 𝑔 ∈ 𝐺
такой, что 𝑓(𝑥) = 𝑑(𝑔, 𝑥)ℎ(𝑔−1𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑋. Поэтому, если ℎ ∈ 𝐶(𝑋,F), то
ℎ(𝑔−1𝑥) = ℎ𝑔(𝑥) ∈ 𝐶(𝑋,F) как функции переменной 𝑥 для любого отмеченного
элемента 𝑔 ∈ 𝐺. Поэтому, 𝑑(𝑔, 𝑥)ℎ(𝑔−1𝑥) ∈ 𝐶(𝑋,F), так как фактор квазиинва-
риантности 𝑑(𝑔, 𝑥) непрерывен по переменной 𝑥, и отображение 𝑔−1 : 𝑋 → 𝑋
непрерывно.

Тогда в силу условия 1(1) (смотри определения 1) мы получим, что 𝑓Υ𝑑𝑓 , так
как 𝑓(𝑥) = 𝑑(𝑒, 𝑥)𝑓(𝑒−1𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑋. То есть, отношение Υ𝑑 рефлексивно.

Если 𝑓Υ𝑑ℎ и ℎΥ𝑑𝑢, то существуют 𝑡, 𝑠 ∈ 𝐺 такие, что 𝑓(𝑥) = 𝑑(𝑡, 𝑥)ℎ(𝑡−1𝑥) и
ℎ(𝑥) = 𝑑(𝑠, 𝑥)𝑢(𝑠−1𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝑋, следовательно,

𝑓(𝑥) = 𝑑(𝑡, 𝑥)𝑑(𝑠, 𝑡−1𝑥)𝑢(𝑠−1𝑡−1𝑥) = 𝑑(𝑡𝑠, 𝑥)𝑢((𝑡𝑠)−1𝑥),

благодаря условию коцикла 1(3). Таким образом, 𝑓Υ𝑑𝑢 и отношение Υ𝑑 транзи-
тивно.

Если 𝑓Υ𝑑ℎ, то ℎ(𝑦) = ℎ(𝑡−1𝑥) = 𝑓(𝑥)/𝑑(𝑡, 𝑥) = 𝑑(𝑠, 𝑦)𝑓(𝑠−1𝑦) согласно условиям
1(1, 3), где 𝑥 = 𝑡𝑦 и 𝑠 = 𝑡−1. Поэтому, отношение Υ𝑑 симметрично. Таким образом,
Υ𝑑 является отношением эквивалентности на 𝐶(𝑋,F).

8. Следствие. Пусть 𝑚 – мера 𝑚 ∈𝑀(𝑋,F), и пусть отображение 𝑔 : 𝑋 →
𝑋 непрерывно, а также пусть 𝑑(𝑔, 𝑥) будет функцией непрерывной по перемен-
ной 𝑥 ∈ 𝑋 для любого 𝑔 ∈ 𝐺 и удовлетворяющей условиям 1(1 − 3) (смотри
определения 1). Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) для любых 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F) и ℎ ∈ 𝐶(𝑋,F) таких, что 𝑓Υ𝑑ℎ выполнено равен-
ство 𝑚(𝑓) = 𝑚(ℎ), где

𝑚(𝑓) :=

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑚(𝑑𝑥);

(2) 𝑚 ∈ 𝑄𝑑(𝑋,F).
Доказательство. Предположим, что условие (1) этого следствия выполнено

и 𝑓Υ𝑑ℎ, где 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,R). В силу предложения 7 существует элемент 𝑔 ∈ 𝐺 такой,
что ℎ(𝑥) = 𝑑(𝑔, 𝑥)𝑓(𝑔−1𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝑋, так как отображение 𝑔−1 : 𝑋 → 𝑋
непрерывно. Замена переменной дает равенство∫︁

𝑋

𝑢(𝑔𝑦)𝑚(𝑑𝑦) =

∫︁
𝑋

𝑢(𝑥)𝑚𝑔(𝑑𝑥)
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для любого 𝑢 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F), так как 𝑔 : ℋ → ℋ и 𝑔𝑋 = 𝑋. Непрерывная ограниченная
функция 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,R) произвольна, следовательно, 𝑚𝑔(𝑑𝑥)/𝑚(𝑑𝑥) = 𝑑(𝑔, 𝑥) почти
всюду на 𝑋 относительно меры 𝑚 для всякого 𝑔 ∈ 𝐺, так как

𝑚(𝑓) =

∫︁
𝑋

𝑓(𝑦)𝑚(𝑑𝑦) and 𝑚(ℎ) =

∫︁
𝑋

𝑓(𝑔−1𝑥)𝑑(𝑔, 𝑥)𝑚(𝑑𝑥).

То есть, 𝑚 ∈ 𝑄𝑑(𝑋,F).
Если условие (2) выполнено и 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F), и ℎ ∈ 𝐶(𝑋,F), так что 𝑓Υ𝑑ℎ, то по

предложению 7 существует 𝑔 ∈ 𝐺, для которого ℎ(𝑥) = 𝑑(𝑔, 𝑥)𝑓(𝑔−1𝑥) для любого
𝑥 ∈ 𝑋, тогда

𝑚(ℎ) =

∫︁
𝑋

𝑓(𝑔−1𝑥)𝑑(𝑔, 𝑥)𝑚(𝑑𝑥) =

∫︁
𝑋

𝑓(𝑔−1𝑥)𝑚(𝑔−1𝑑𝑥) =

∫︁
𝑋

𝑓(𝑦)𝑚(𝑑𝑦),

так как 𝑔 : ℋ → ℋ и 𝑔𝑋 = 𝑋, следовательно, 𝑚(𝑓) = 𝑚(ℎ).

5. Продолжения квазиинвариантных мер на волмэновское расширение

9. Предложение. Пусть 𝑑(𝑔, 𝑥) является функцией непрерывной по пере-
менной 𝑥 ∈ 𝑋 для любого 𝑔 ∈ 𝐺 и удовлетворяющей условиям 1(1 − 3) (смотри
определения 1). Тогда 𝑄𝑑(𝑋,F) – это замкнутое линейное подпространство в
𝑀(𝑋,F) относительно 𝜏𝑤 топологии.

Доказательство. Если 𝑚1,𝑚2 ∈ 𝑄𝑑(𝑋,F) и 𝑎, 𝑏 ∈ F, то для меры 𝑚(𝑑𝑥) =
𝑎𝑚1(𝑑𝑥) + 𝑏𝑚2(𝑑𝑥) выполняются тождества 𝑚𝑔(𝑑𝑥) = 𝑎𝑚𝑔

1(𝑑𝑥) + 𝑏𝑚𝑔
2(𝑑𝑥) =

𝑎𝑑(𝑔, 𝑥)𝑚1(𝑑𝑥) + 𝑏𝑑(𝑔, 𝑥)𝑚2(𝑑𝑥) = 𝑑(𝑔, 𝑥)𝑚(𝑑𝑥) для любого 𝑔 ∈ 𝐺. Поэтому,
𝑄𝑑(𝑋,F) – это линейное пространство над полем F.

Рассмотрим произвольную направленность (𝑚𝑘 : 𝑘 ∈ 𝐾), в 𝑄𝑑(𝑋,F) сходя-
щуюся в 𝑀(𝑋,F) к некоторой мере 𝑚 относительно топологии 𝜏𝑤, где 𝐾 – это
направленное множество. Тогда мы выводим, что∫︁

𝑋

𝑓(𝑥)𝑚(𝑔−1𝑑𝑥) = lim
𝑘

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑚𝑔
𝑘(𝑑𝑥) =

= lim
𝑘

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑑(𝑔, 𝑥)𝑚𝑘(𝑑𝑥) =

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑑(𝑔, 𝑥)𝑚(𝑑𝑥)

для любых 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋,F) и 𝑔 ∈ 𝐺, так как 𝑔 : ℋ → ℋ и 𝑔𝑋 = 𝑋. Поэтому, суще-
ствует производная Радон-Никодима 𝑚(𝑔−1𝑑𝑥)/𝑚(𝑑𝑥) = 𝑚𝑔(𝑑𝑥)/𝑚(𝑑𝑥) = 𝑑(𝑔, 𝑥)
почти всюду относительно меры 𝑚 для любого элемента 𝑔 ∈ 𝐺. Таким образом,
𝑚 ∈ 𝑄𝑑(𝑋,F).

10. Замечание. С другой стороны, множество 𝑄(𝑋,F) не является линейным
пространством, когда 𝑋 и 𝐺 нетривиальны, потому что разные меры могут иметь
различные факторы квазиинвариантности. Отметим, что в общем случае 𝑄(𝑋,F)
незамкнуто в (𝑀(𝑋,F), 𝜏𝑤), когда 𝑋 и 𝐺 нетривиальны. Например, рассмотрим
последовательность гауссовых мер 𝜆𝑘 на поле вещественных чисел R, то есть, на
измеримом пространстве (ℬ(R),R). Пусть эти меры имеют одно и тоже матема-
тическое ожидание 𝑣, а дисперсию 𝐷𝑘 стремящуюся к нулю. Каждая мера данной
последовательности эквивалентна мере Лебега и квазиинвариантна относительно
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аддитивной группы (R,+) на поле вещественных чисел. Но последовательность
𝜆𝑘 сходится в (𝑀(R,R), 𝜏𝑤) к дираковой мере 𝛿𝑣 с носителем в точке 𝑣. Конечно
полученная мера 𝛿𝑣 не является квазиинвариантной относительно (R,+).

Аналогичные примеры могут быть рассмотрены для 1) евклидова пространства
R𝑛 относительно его аддитивной группы 𝐺 = (R𝑛,+), 𝑛 ∈ N, 2) сепарабельно-
го гильбертова пространства 𝑙2 с 𝐺 являющейся плотной собственной подгруппой
аддитивной группы (𝑙2,+) и для 3) сепарабельного банахова пространства 𝑋 с
плотной собственной подгруппой аддитивной группы (𝑋,+) (смотри о гауссовых
мерах и их обобщениях на гильбертовых пространствах и банаховых простран-
ствах в [6, 8, 9, 14,15,26]).

Через 𝑤𝑋 обозначим волмэновское расширение топологического пространства
𝑋, в то время как 𝑐𝑙𝐴𝐵 обозначает замыкание подмножества 𝐵 в топологическом
пространстве 𝐴.

Напомним, что ультрафильтр с пустым пересечением называется свободным
ультрафильтром, где по определению ультрафильтр 𝑌 имеет пустое пересечение,
если ∩{𝐴 : 𝐴 ∈ 𝑌 } = ∅.

Пусть 𝒟(𝑋) будет семейством всех замкнутых подмножеств в 𝑋, и пусть 𝒰(𝑋)
(и 𝒰0(𝑋)) будет семейством всех ультрафильтров (всех свободных ультрафиль-
тров) в 𝒟(𝑋).

Мера 𝑚 : ℋ → F называется вещественной, если

lim
{𝐹}

𝑚(𝐹 ) = 0

для любого свободного ультрафильтра {𝐹} в 𝒟(𝑋).
11. Теорема. Предположим, что группа 𝐺 действует на топологическом

пространстве 𝑋 непрерывно ℎ𝑔 : 𝑋 → 𝑋 для любого 𝑔 ∈ 𝐺. Тогда существует
отображение 𝑣 : 𝑄(𝑋,C) → 𝑄(𝑤𝑋,C) такое, что

𝑝(𝐹 ′) = lim
{𝐹}

𝑚(𝐹 ) (1)

для любой 𝑚 ∈ 𝑄(𝑋,R) с 𝑝 = 𝑣(𝑚) и всякого замкнутого подмножества 𝐹 ′ в 𝑤𝑋,
где {𝐹} – это ультрафильтр в 𝑋 удовлетворяющий условию ∩{𝑐𝑙𝑤𝑋𝐹} = 𝐹 ′; в
частности,

𝑝(𝑐𝑙𝑤𝑋𝐹 ) = 𝑚(𝐹 ).

Более того, 𝑚 вещественна тогда и только тогда, когда 𝑝(𝐹 ′) = 0 для любого за-
мкнутого 𝐹 ′ в 𝑤𝑋 удовлетворяющего условию 𝐹 ′ ⊂ 𝑤𝑋 ∖𝑋. Если дополнительно
𝑚 и 𝑣(𝑚) являются 𝜎-гладкими, также вариация 𝑚 конечна на 𝑋, то

𝑑𝑣(𝑚)(𝑔, 𝑥) (2)

существует для любых 𝑚 ∈ 𝑄(𝑋,C), 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑥 ∈ 𝑤𝑋, также 𝑑𝑣(𝑚)(𝑔, 𝑥) =
𝑑𝑚(𝑔, 𝑥) для любого 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑚-почти всюду на 𝑋.

Доказательство. Волмэновское расширение 𝑤𝑋 пространства 𝑋 получается
присоединением к 𝑋 новых точек, которые являются свободными ультрафиль-
трами в 𝑋. Каждому замкнутому подмножеству 𝐹 в 𝑋 сопоставляется замкнутое
подмножество 𝐹 в 𝑤𝑋 присоединением к нему всех свободных ультрафильтров
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и имеющими в качестве одного из элементов 𝐹 . Тогда пересечение
⋂︀
𝑘 𝐹𝑘 любого

числа таких 𝐹𝑘 имеющих
⋂︀
𝑘 𝐹𝑘∩𝑋 замкнутое в 𝑋 рассматривается как замкнутое

в 𝑤𝑋.
Поскольку отображение ℎ𝑔 : 𝑋 → 𝑋 непрерывно и ℎ𝑔−1 ∘ℎ𝑔 = ℎ𝑒 = 𝑖𝑑 и 𝑔𝑋 = 𝑋

для любого 𝑔 ∈ 𝐺, то ℎ𝑔 : 𝑋 → 𝑋 - это гомеоморфизм. Поэтому, если 𝑌 = {𝐹}
является ультрафильтром в 𝑋, то 𝑔𝑌 = {𝑔𝐹 : 𝐹 ∈ 𝑌 } - также ультрафильтр в 𝑋
для любого 𝑔 ∈ 𝐺, так как ℎ𝑔 : 𝑋 → 𝑋 - это гомеоморфизм, где 𝑔𝐴 = {𝑔𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐴},
𝑔𝑥 = ℎ𝑔(𝑥). Более того, если 𝑌 максимален, то 𝑔𝑌 также максимален. При этом⋂︀
{𝐹 : 𝐹 ∈ 𝑌 } = ∅ тогда и только тогда, когда

⋂︀
{𝑔𝐹 : 𝐹 ∈ 𝑌 } = ∅. Поэтому,

если 𝐹 замкнуто в 𝑤𝑋, то 𝑔𝐹 определено и также замкнуто в 𝑤𝑋 для любого
𝑔 ∈ 𝐺 и, следовательно, 𝑔

⋂︀
𝑘 𝐹𝑘 =

⋂︀
𝑘 𝑔𝐹𝑘. Это влечет то, что если 𝑉 замкнуто

в 𝑤𝑋, то 𝑔𝑉 замкнуто в 𝑤𝑋 для любого 𝑔 ∈ 𝐺. Таким образом, гомеоморфизм
ℎ𝑔 : 𝑋 → 𝑋 имеет гомеоморфное продолжение ℎ𝑔 : 𝑤𝑋 → 𝑤𝑋 для любого 𝑔 ∈ 𝐺,
так как 𝐺 - это группа, и ℎ𝑔−1 ∘ ℎ𝑔 = ℎ𝑒 = 𝑖𝑑 - это тождественное отображение.

Возьмем произвольную квазиинвариантную меру𝑚 ∈ 𝑄(𝑋,C) и ультрафильтр
{𝐹} в 𝑋. Поскольку 𝑄(𝑋,C) ⊂ 𝑀(𝑋,C), то существует 𝑝 = 𝑣(𝑚) ∈ 𝑀(𝑤𝑋,C)
такое, что 𝑝(𝐹 ′) = lim{𝐹}𝑚(𝐹 ), и 𝑚 вещественна тогда и только тогда, когда
𝑝(𝐹 ′) = 0 для всех замкнутых 𝐹 ′ в 𝑤𝑋 удовлетворяющих условию 𝐹 ′ ⊂ 𝑤𝑋 ∖𝑋
согласно теореме 12.3 [1].

Остается доказать, что 𝑝 квазиинвариантна на 𝑤𝑋. Мы выводим, что

lim
{𝐹}

𝑚(𝑔−1𝐹 ) = lim
{𝐹}

𝑚𝑔(𝐹 ) = 𝑝𝑔(𝐹 ′) = 𝑝(𝑔−1𝐹 ′) =

∫︁
𝐹 ′
𝑝(𝑔−1𝑑𝑦) (3)

для любого 𝐹 ′ замкнутого в 𝑤𝑋. Поэтому, из (3) вытекает, что |𝑝|(𝐹 ′) = 0 тогда и
только тогда, когда |𝑝𝑔|(𝐹 ′) = 0, так как 𝑚 ∈ 𝑄(𝑋,C), следовательно, 𝑝𝑔 эквива-
лентна 𝑝 на 𝑤𝑋 для любого 𝑔 ∈ 𝐺, где |𝑝| обозначает вариацию меры 𝑝. То есть,
𝑝 ∈ 𝑄(𝑋,C).

Существуют функции 𝑓𝑚 и 𝑓𝑝 такие, что 𝑚(𝑑𝑥) = 𝑓𝑚(𝑥)|𝑚|(𝑑𝑥) и 𝑝(𝑑𝑦) =
𝑓𝑝(𝑦)|𝑝|(𝑑𝑦). Если меры 𝑚 и 𝑝 являются 𝜎-гладкими, то их вариации |𝑚| и |𝑝|
являются 𝜎-гладкими. Из конструкции выше вытекает, что условие |𝑚|(𝑋) < ∞
влечет |𝑝|(𝑤𝑋) < ∞. В силу теоремы I.3.2.2 [3] производные Радона-Никодима
|𝑚𝑔|(𝑑𝑥)/|𝑚|(𝑑𝑥) и |𝑝𝑔|(𝑑𝑦)/|𝑝|(𝑑𝑦) существуют для любых 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑤𝑋.
Отсюда вытекает, что производные Радона-Никодима 𝑑𝑚(𝑔, 𝑥) = 𝑚𝑔(𝑑𝑥)/𝑚(𝑑𝑥) и
𝑑𝑝(𝑔, 𝑦) = 𝑝𝑔(𝑑𝑦)/𝑝(𝑑𝑦) также существуют для всех 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑦 ∈ 𝑤𝑋 (смотри
§I.3.2.2 [3]) так, что

𝑝𝑔(𝐹 ′) =

∫︁
𝐹 ′
𝑑𝑝(𝑔, 𝑦)𝑝(𝑑𝑦) = lim

{𝐹}
𝑚𝑔(𝐹 ) = lim

{𝐹}

∫︁
𝐹

𝑑𝑚(𝑔, 𝑥)𝑚(𝑑𝑥) (4)

для любого 𝐹 ′ замкнутого в 𝑤𝑋. В силу теоремы 3.6.21 [29] топологическое про-
странство 𝑤𝑋 удовлетворяет аксиоме отделимости 𝑇1, так как 𝑋 удовлетворяет
𝑇1. С другой стороны, для любой точки 𝑦 ∈ 𝑤𝑋 существует ультрафильтр замкну-
тых множеств 𝐹 ′

𝑘 в 𝑤𝑋 удовлетворяющий условию {𝑦} =
⋂︀
𝑘 𝐹

′
𝑘, так как в 𝑤𝑋

каждое одноточечное множество {𝑦} замкнутое тогда и только тогда, когда 𝑤𝑋
удовлетворяет 𝑇1 (смотри §1.5 [29]). Следовательно, из формул (3) и (4) вытекает,
что с точностью до 𝑝-почти всюду фактор квазиинвариантности 𝑑𝑝(𝑔, 𝑦) может
быть выбран по переменной 𝑦 таким, что 𝑑𝑝(𝑔, 𝑥) = 𝑑𝑚(𝑔, 𝑥) для любого 𝑔 ∈ 𝐺 и
𝑚-почти всюду на 𝑋, так как 𝑋 ⊂ 𝑤𝑋.
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6. Метризуемость пространства квазиинвариантных мер

12. Теорема. Если 𝑋 – метризуемое пространство, тогда топологическое
пространство (𝑄+

𝜏 (𝑋), 𝜏𝑠(𝐺)) метризуемо.
Доказательство. Для любого 𝑚 ∈ 𝑄+

𝜏 (𝑋) положим 𝑇 (𝑚) = (𝑚𝑔 : 𝑔 ∈ 𝐺).
Поэтому, 𝑇 (𝑚) ∈ (𝑀+

𝜏 (𝑋))𝐺. Поскольку 𝑚𝑒 = 𝑚, где 𝑒 обозначает единичный
элемент группы 𝐺, то 𝑇 : 𝑄+

𝜏 (𝑋) → (𝑀+
𝜏 (𝑋))𝐺 - это инъективное отображение.

В силу теоремы II.4.13 [5] топологическое пространство (𝑀+
𝜏 (𝑋), 𝜏𝑤) метри-

зуемо. Пусть 𝐷 обозначает метрику на (𝑀+
𝜏 (𝑋), 𝜏𝑤). На (𝑇 (𝑄+

𝜏 (𝑋)))2 мы введем
функцию

𝐷𝐺(𝑇 (𝑚), 𝑇 (𝑝)) := sup
𝑔∈𝐺

𝐷(𝑚𝑔, 𝑝𝑔), (1)

которая индуцирует функцию

𝐸(𝑚, 𝑝) := 𝐷𝐺(𝑇 (𝑚), 𝑇 (𝑝)) (2)

на (𝑄+
𝜏 (𝑋))2 для любых 𝑚, 𝑝 ∈ 𝑄+

𝜏 (𝑋). По условиям §1 отображение ℎ𝑔 : 𝑋 → 𝑋
таково, что ℎ𝑔(ℋ) ⊂ ℋ для любого 𝑔 ∈ 𝐺, следовательно, 0 6 𝑚𝑔(𝑈) 6 𝑚(𝑋) для
любых 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑈 ∈ ℋ. Поэтому, 𝐸(𝑚, 𝑝) 6 𝑚(𝑋) + 𝑝(𝑋). При этом из формул (1)
и (2) вытекает, что 𝐸(𝑚, 𝑝) > 𝐷(𝑚, 𝑝) для любых 𝑚, 𝑝 ∈ 𝑄+

𝜏 (𝑋), следовательно,
𝐸(𝑚, 𝑝) = 0 тогда и только тогда, когда 𝑚 = 𝑝. Более того, 𝐸(𝑚, 𝑝) = 𝐸(𝑝,𝑚),
так как 𝐷(𝑚𝑔, 𝑝𝑔) = 𝐷(𝑝𝑔,𝑚𝑔) для любого 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑚, 𝑝 ∈ 𝑄+

𝜏 (𝑋). Более того, мы
выводим, что

𝐸(𝑚, 𝑝) = sup
𝑔∈𝐺

𝐷(𝑚𝑔, 𝑝𝑔) 6 sup
𝑔∈𝐺

[𝐷(𝑚𝑔, 𝑠𝑔) +𝐷(𝑠𝑔, 𝑝𝑔)] 6 𝐸(𝑚, 𝑠) + 𝐸(𝑠, 𝑝)

для всех 𝑚, 𝑝, 𝑠 ∈ 𝑄+
𝜏 (𝑋). Таким образом, 𝐸 – это метрика на 𝑄+

𝜏 (𝑋).
Если (𝑚𝑎 : 𝑎 ∈ 𝐴) является направленностью в 𝑄+

𝜏 (𝑋), сходящейся к 𝑚 ∈
𝑄+
𝜏 (𝑋) относительно топологии 𝜏𝑠(𝐺), где 𝐴 – это направленное множество, тогда

направленность (𝑚𝑔
𝑎 : 𝑎 ∈ 𝐴) сходится к 𝑚𝑔 равномерно по переменной 𝑔 ∈ 𝐺, сле-

довательно, lim𝑎𝑚
𝑔
𝑎 = 𝑚𝑔 относительно топологии 𝜏𝑤 для любого 𝑔 и равномерно

по переменной 𝑔 ∈ 𝐺. Это влечет, что lim𝑎𝐷(𝑚𝑔
𝑎,𝑚

𝑔) = 0 равномерно по 𝑔 ∈ 𝐺,
следовательно, lim𝑎𝐸(𝑚𝑎,𝑚) = 0.

Обратно, если lim𝑎𝐸(𝑚𝑎,𝑚) = 0 для направленности (𝑚𝑎 : 𝑎 ∈ 𝐴) в 𝑄+
𝜏 (𝑋), то

lim𝑎𝐷(𝑚𝑔
𝑎,𝑚

𝑔) = 0 равномерно по переменной 𝑔 ∈ 𝐺. То есть, 𝑚𝑔
𝑎 стремится к 𝑚

𝑔

относительно топологии 𝜏𝑤 и равномерно по 𝑔 ∈ 𝐺, следовательно, 𝑚𝑎 стремится
к 𝑚 в 𝑄+

𝜏 (𝑋) относительно 𝜏𝑠(𝐺) топологии благодаря теореме 2. Таким образом,
метрика 𝐸 на 𝑄+

𝜏 (𝑋) индуцирует эквивалентную 𝜏𝑠(𝐺) топологию.

7. Образы квазиинвариантных мер

13. Лемма. Если группа 𝐺 действует непрерывным образом на топологиче-
ском пространстве 𝑋, так что 𝐺𝑥 плотно в 𝑋 для любых 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑚 ∈ 𝑄+(𝑋),
𝑚(𝐴) ∈ {0, 1} для любого 𝐴 ∈ ℋ, тогда 𝑚(𝐴) = 0 для любого 𝐴 ∈ ℋ.

Доказательство. Для произвольных двух точек 𝑥 ̸= 𝑦 ∈ 𝑋 возьмем открытые
окрестности 𝑈𝑥 и 𝑈𝑦 точек 𝑥 и 𝑦 соответственно, которые не пересекаются, 𝑈𝑥 ∩
𝑈𝑦 = ∅, так как (𝑋 ∈ 𝑇1 ∩ 𝑇3.5) ⇒ (𝑋 ∈ 𝑇2) (смотри [29]). Если 𝑚(𝑈𝑥) = 1, то
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𝑚(𝑈𝑦) = 1, так как существует элемент 𝑔 ∈ 𝐺 такой, что (𝑔𝑈𝑥) ∩ 𝑈𝑦 ̸= ∅, и мера
𝑚 квазиинвариантна и неотрицательна. Поэтому, 𝑚(𝑋) > 2, что противоречит
предположениям этой леммы, следовательно, 𝑚(𝐴) = 0 для любого 𝐴 ∈ ℋ.

14. Предложение. Пусть группа 𝐺 действует непрерывно на топологиче-
ском пространстве 𝑋 так, что 𝐺𝑥 плотна в 𝑋 для любого 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑚 ∈ 𝑄+

𝜎 (𝑋),
образ {𝑚(𝐴) : 𝐴 ∈ ℋ} =: 𝑇 дискретен в [0,∞) и 𝑚(𝑋) <∞, а топологический вес
𝑋 удовлетворяет неравенству 𝑤(𝑋) > ℵ0. Тогда 𝑚(𝐴) = 0 для любого 𝐴 ∈ ℋ.

Доказательство. Возьмем произвольную последовательность 𝑈𝑘 открытых
подмножеств в 𝑋 таких, что 𝑈𝑘+1 ⊂ (𝑋 ∖ (𝑈1 ∪ ... ∪ 𝑈𝑘)) для любого 𝑘 ∈ N.
Положим 𝑡 := inf{𝑏 − 𝑎 : 𝑏 > 𝑎 ∈ 𝑇}. По условиям этого предложения 𝑡 > 0.
Если 𝑚(𝑈𝑘) > 0, то 𝑚(𝑈𝑙) > 0 для любого 𝑙, так как мера 𝑚 квазиинвариантна и
неотрицательна, а 𝐺𝑥 плотно в 𝑋 для любого 𝑥 ∈ 𝑋, следовательно, существуют
элементы 𝑔𝑙 ∈ 𝐺 такие, что (𝑔𝑙𝑈𝑙) ∩ 𝑈𝑘 ̸= ∅ для любого 𝑙. Тогда

𝑚(𝑋) >
∞∑︁
𝑘=1

𝑚(𝑈𝑘) = ∞,

так как 𝑚(𝑈𝑘) > 𝑡 > 0 для любого 𝑘. Это противоречит предположениям данного
предложения, следовательно, 𝑚(𝐴) = 0 для любого 𝐴 ∈ ℋ.

8. Вложения пространств квазиинвариантных мер

15. Теорема. Предположим, что (𝑄+(𝑋) ∖ {0}) ̸= ∅ и 𝐺𝑈 = 𝑋 для любого
открытого подмножества 𝑈 в 𝑋. Тогда семейство 𝑄+(𝑋) плотно в топологи-
ческом пространстве (𝑀+(𝑋), 𝜏𝑤) относительно слабой топологии 𝜏𝑤.

Доказательство. Пусть 𝑚 является нетривиальной неотрицательной квази-
инвариантной мерой 𝑚 ∈ (𝑄+(𝑋) ∖ {0}). Если 𝑚(𝑉 ) = 0 для некоторого 𝑉 ∈ ℋ, то
𝑚𝑔(𝑉 ) = 0 для любого 𝑔 ∈ 𝐺, так как 𝑚(𝑉 ) > 0, и 𝑚 квазиинвариантна относи-
тельно группы 𝐺. Поэтому, в силу теорем I.2 и I.5 [5] (или см. эти теоремы в [1])
𝑚(𝑈) > 0 для любого открытого 𝑈 в 𝑋, так как 𝐺𝑈 = 𝑋. Поскольку 𝑋 ∈ 𝑇1∩𝑇3.5,
для всякой отмеченной точки 𝑧 ∈ 𝑋 существует направленность ее окрестностей
𝑈𝑏 такая, что

⋂︀
𝑏∈𝐴 𝑈𝑏 = {𝑧} и 𝑈𝑎 ⊂ 𝑈𝑏 для любого 𝑎 > 𝑏 ∈ 𝐴, где 𝐴 - это на-

правленное множество. Выберем направленность неотрицательных непрерывных
ограниченных функций 𝑓𝑎 такую, что 𝑓𝑎(𝑥) 6 𝑓𝑏(𝑥) 6 𝑓𝑏(𝑧) для любого 𝑎 > 𝑏 ∈ 𝐴
и 𝑥 ∈ 𝑋, также ∫︁

𝑋

𝑓𝑎(𝑥)𝑚(𝑑𝑥) = 1

с носителем 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓𝑏) ⊂ 𝑈𝑏 и 𝑓𝑏(𝑧) > 0 для любого 𝑏 ∈ 𝐴. Тогда мы выводим, что

lim
𝑎
𝑓𝑎(𝑥)𝑚(𝑑𝑥) = 𝛿𝑧(𝑑𝑥)

относительно слабой топологии 𝜏𝑤 на 𝑀+(𝑋), где 𝛿𝑧(𝑑𝑥) обозначает точечную
меру в 𝑀+(𝑋) с носителем 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝛿𝑧) = {𝑧} и 𝛿𝑧(𝑉 ) = 1 для любого 𝑧 ∈ 𝑉 ∈ ℋ, так
как 𝑄+(𝑋) ⊂𝑀+(𝑋).

В силу теоремы II.3.10 [5] линейная вещественная оболочка точечных мер плот-
на в (𝑀+(𝑋), 𝜏𝑤), следовательно, 𝑄+(𝑋) плотно в (𝑀+(𝑋), 𝜏𝑤).
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16. Предложение. Пусть топологическое пространство 𝑋 бесконечно и 𝑋 ∈
𝑇1 ∩ 𝑇3.5, а также 𝐺𝑈 = 𝑋 для любого открытого подмножества 𝑈 в 𝑋, а 𝐺𝑧
плотно в 𝑋 для некоторой точки 𝑧 ∈ 𝑋. Тогда 𝑄+(𝑋) не плотно в 𝑀+(𝑋)
относительно топологии 𝜏𝑠(𝐺).

Доказательство. Мы рассмотрим (𝑀(𝑋), 𝜏𝑠(𝐺)) (см. теорему 2 выше). Возь-
мем 𝑧 ∈ 𝑋 и 𝛿𝑧 ∈ 𝑀+(𝑋). В случае 𝑄+(𝑋) = {0} очевидно 𝑄+(𝑋) не плотно в
𝑀+(𝑋) относительно топологии 𝜏𝑠(𝐺).

Пусть теперь 𝑚 ∈ (𝑄+(𝑋) ∖ {0}) ̸= ∅. Из §15 мы выводим, что существу-
ет ограниченная непрерывная неотрицательная функция 𝑓 такая, что 𝑓(𝑧) = 1,
𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓) ⊂ 𝑈𝑏 для некоторой окрестности 𝑈𝑏 точки 𝑧 и

sup
𝑔∈𝐺

|
∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)(𝑚𝑔(𝑑𝑥) − 𝛿𝑔𝑧 (𝑑𝑥))| > 1

3
,

так как 𝛿𝑔𝑧 (𝑔{𝑧}) = 1 и существует 𝑔 ∈ 𝐺 с 𝑔𝑧 ∈ 𝑋 ∖ 𝑈𝑏.

9. Действие группы преобразований на измеримом пространстве квази-
инвариантной меры

17. Определение. Для положительной квазиинвариантной меры 𝑚 ∈ 𝑄+(𝑋)
мы скажем, что ее фактор квазиинвариантности 𝑑𝑚(𝑔, 𝑥) неограничен на 𝑋 для
некоторого элемента 𝑔 ∈ 𝐺 тогда и только тогда, когда 𝑚({𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋; 𝑑𝑚(𝑔, 𝑥) >
𝑡}) > 0 для любого 𝑡 > 0.

18. Теорема. (1). Семейство 𝑄+(𝑋) индуцирует на алгебре ℋ структуру
равномерного пространства 𝒰 , на которой 𝐺 действует инъективно. (2). Ес-
ли существует неотрицательная нетривиальная квазиинвариантная мера 𝑚 ∈
𝑄+(𝑋)∖{0}, а фактор квазиинвариантности 𝑑𝑚(𝑔, 𝑥) of 𝑚 существует на 𝐺×𝑋
и неограничен на 𝑋 для некоторого элемента группы 𝑔 ∈ 𝐺, то этот элемент 𝑔
действует неравномерно непрерывно на 𝒰 .

Доказательство. (1). Каждой квазиинвариантной неотрицательной мере 𝑝 ∈
𝑄+(𝑋) соответствует псевдометрика 𝜌𝑝(𝐵,𝐸) := 𝑝(𝐵△𝐸) на ℋ. Она индуциру-
ет отношение эквивалентности 𝐵Φ𝑝𝐸 тогда и только тогда, когда 𝜌𝑝(𝐵,𝐸) = 0.
Поэтому, факторпространство ℋ𝑝 := ℋ/Φ𝑝 является метрическим пространство.

Если мера 𝑝 абсолютно непрерывна относительно 𝑚, то есть 𝑝 << 𝑚, то
из 𝐵Φ𝑚𝐸 вытекает, что 𝐵Φ𝑝𝐸. Поэтому, существует факторное отображение
𝜓𝑝𝑚 : ℱ𝑝 → ℋ𝑚. Положим 𝑝 ⪰ 𝑚 тогда и только тогда, когда существует по-
стоянная 𝑏𝑝,𝑚 > 0 такая, что 𝑝(𝐸) 6 𝑏𝑝,𝑚𝑚(𝐸) для всех 𝐸 ∈ ℋ. Это задает
на 𝑄+(𝑋) структуру направленного множества и определяет обратный спектр
{ℱ𝑝, 𝜓𝑝𝑚, 𝑄+(𝑋)}. Положим

𝒰 := lim{ℋ𝑝, 𝜓
𝑝
𝑚, 𝑄

+(𝑋)},

следовательно, 𝒰 – это равномерное пространство.
Поскольку 𝑚𝑔 эквивалентна 𝑚 ∀𝑚 ∈ 𝑄+(𝑋) и 𝑔 ∈ 𝐺, то 𝜌𝑚𝑔 (𝐵,𝐸) > 0 в

том и только том случае, когда 𝜌𝑚(𝐵,𝐸) > 0, где 𝐵,𝐸 ∈ ℋ произвольны. Это
означает, что каждый элемент 𝑔 группы 𝐺 инъективно действует на равномерном
пространстве 𝒰 .
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(2). Условие 𝑚 ∈ 𝑄+(𝑋) дает 𝑚𝑔 ∈ 𝑄+(𝑋) для любого 𝑔 ∈ 𝐺, следовательно,
𝑑𝑚(𝑔, 𝑥) > 0 для любых 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑔 ∈ 𝐺. Если 𝑚 ∈ 𝑄+(𝑋) ∖ {0} и существует
фактор квазиинвариантности 𝑑𝑚(𝑔, 𝑥) меры 𝑚 на 𝐺 × 𝑋, и он неограничен на
𝑋 для некоторого элемента 𝑔 ∈ 𝐺, то 𝑋 и ℋ бесконечны и для любого 𝑡 > 0
существуют 𝐵,𝐸 ∈ ℋ такие, что 𝑚𝑔(𝐵△𝐸) > 𝑡𝑚(𝐵△𝐸), следовательно, такой
элемент 𝑔 действует неравномерно непрерывно на 𝒰 в этом случае.

19. Теорема. Если 𝑋 ∈ 𝑇1 ∩ 𝑇3.5, каждый элемент 𝑠 группы 𝐺 действует
гомеоморфным и инъективным отображением ℎ𝑠 на 𝑋, так что 𝐺𝑥 плотно в
𝑋 для любого 𝑥 ∈ 𝑋, а также 𝑚 ∈ 𝑄+(𝑋) ∖ {0} и фактор квазиинвариантно-
сти 𝑑𝑚(𝑔, 𝑥) меры 𝑚 существует на 𝐺×𝑋 и неограничен на 𝑋 для некоторого
элемента группы 𝑔 ∈ 𝐺, то этот элемент 𝑔 действует разрывным образом на 𝒰 .

Доказательство. Из наложенных условий этого предложения вытекает, что
для любой пары точек 𝑥 ̸= 𝑦 ∈ 𝑋 и их открытых окрестностей 𝑈𝑥 и 𝑈𝑦, 𝑥 ∈ 𝑈𝑥
и 𝑦 ∈ 𝑈𝑦, существуют элементы группы 𝑠, 𝑞 ∈ 𝐺 такие, что (𝑠𝑈𝑥) ∩ 𝑈𝑦 ̸= ∅ и
(𝑞𝑈𝑦)∩𝑈𝑥 ̸= ∅. В силу предложения 14 для любых 𝑏 > 0 и 𝑥 ̸= 𝑧 ∈ 𝑋 существуют
непересекающиеся окрестности 𝑈𝑥 и 𝑈𝑧 такие, что 0 < 𝑚(𝑈𝑥) < 𝑏 и 0 < 𝑚(𝑈𝑧) < 𝑏.
Поэтому, для любых 𝑡 > 0, 𝑏 > 0 и 𝐵 ∈ ℱ существует 𝐸 ∈ ℋ с 𝑚(𝐸) > 0 и 0 <
𝑚(𝐸△𝐵) < 𝑡, так что 𝑚𝑔(𝐸△𝐵) > 𝑏𝑡, следовательно, 𝑔 индуцирует отображение
на 𝒰 , которое разрывно в каждом элементе в 𝒰 .

10. Сходимость в пространствах квазиинвариантных мер

20. Определение. Последовательность {𝐸𝑘} в ℋ мы назовем (𝑘′, 𝐺) последо-
вательностью, если выполнены следующие три условия:

(1) 𝑔𝐸𝑘 ↑ 𝑋 для любого 𝑔 ∈ 𝐺;

(2) для любых 𝑘 ∈ N, 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑚 ∈𝑀𝜎(𝑋) последовательность

|𝑚𝑔|*(𝑋 ∖ 𝐸𝑘) := sup{|𝑚𝑔|(𝑈) : 𝑈 ⊂ 𝑋 ∖ 𝐸𝑘, 𝑈 открыто }

сходится к нулю при 𝑘, стремящемся к бесконечности;

(3) функция ℎ непрерывна на 𝑋 тогда и только тогда, когда ℎ непрерывна на
𝑔𝐸𝑘 для любых 𝑘 ∈ N и 𝑔 ∈ 𝐺.

21. Теорема. Предположим, что (1) 𝑋 ∈ 𝑇1 ∩ 𝑇3.5;
(2) каждый элемент 𝑠 группы 𝐺 действует гомеоморфными и инъективными

отображениями ℎ𝑠 на 𝑋;

(3) последовательность {𝑚𝑘 : 𝑘 ∈ N} ⊂ 𝑄𝜎(𝑋) сходится к 𝑚0 ∈ 𝑀(𝑋) отно-
сительно топологии 𝜏𝑤, а также

(4) существует функция 𝑝 : 𝐺 ×𝑋 → [0,∞) такая, что для любых 𝑛 ∈ N и
𝑔 ∈ 𝐺 выполнено неравенство |𝑑𝑚𝑛

(𝑔, 𝑥)| 6 𝑝(𝑔, 𝑥) 𝑚𝑛-почти всюду по переменной
𝑥, где

𝑝(𝑔, *) ∈
∞⋂︁
𝑛=0

𝐿1(𝑚𝑛) и sup
06𝑛

‖𝑝(𝑔, *)‖𝐿1(𝑚𝑛) <∞. Тогда

(5) для любой (𝑘′, 𝐺) последовательности {𝐸𝑘 : 𝑘 ∈ N} и каждого элемента
𝑔 ∈ 𝐺 предел lim𝑘→∞ |𝑚𝑔

𝑛|*(𝑋 − 𝐸𝑘) = 0 сходится равномерно по 𝑛 и

(6) 𝑚0 ∈ 𝑄𝜎(𝑋).
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Доказательство. Рассмотрим (𝑘′, 𝐺) последовательность {𝐸𝑘 : 𝑘 ∈ N}. Поло-
жим

𝐷𝑔(ℎ, 𝑠) :=

∞∑︁
𝑘=1

2−𝑘 sup
𝑥∈𝑔𝐸𝑘

|ℎ(𝑥) − 𝑠(𝑥)| (7)

для любых ℎ, 𝑠 ∈ 𝑆1, где

𝑆1 := {ℎ : ℎ ∈ 𝐶𝑏(𝑋,R), ‖ℎ‖ 6 1},

𝑔 – это отмеченный элемент группы 𝐺. Тогда из условий (1) и (2), и формулы
(7), и условий 20(1 − 3) из определения 20 мы выводим, что отображение 𝐷𝑔 есть
метрика на 𝑆1 и метрическое пространство (𝑆1, 𝐷𝑔) полно.

Выберем произвольную квазиинвариантную 𝜎-гладкую меру 𝑚 ∈ 𝑄𝜎(𝑋) и за-
дадим функционал

𝐹 (𝑔, ℎ) :=

∫︁
𝑋

ℎ(𝑥)𝑚𝑔(𝑑𝑥)

на 𝑆1, где ℎ ∈ 𝑆1. Применяя теорему Радона-Никодима к эквивалентным мерам
𝑚𝑔 ∼ 𝑚 в𝑀𝜎(𝑋), мы получаем плотности 𝑑𝑚(𝑔, 𝑥) = 𝑚𝑔(𝑑𝑥)/𝑚(𝑑𝑥). Из тождества∫︁

𝑋

ℎ(𝑥)𝑚𝑔(𝑑𝑥) =

∫︁
𝑋

ℎ(𝑔𝑦)𝑚(𝑑𝑦)

и условий 20(1− 3) определения 20 вытекает, что функционал 𝐹 (𝑔, *) непрерывен
на метрическом пространстве (𝑆1, 𝐷𝑔). Поэтому, для любых 𝑏 > 0 и 𝑚 ∈ 𝑄𝜎(𝑋)
множество {ℎ : ℎ ∈ 𝑆1, |

∫︀
𝑋
ℎ(𝑥)𝑚𝑔(𝑑𝑥)| 6 𝑏} замкнуто в (𝑆1, 𝐷𝑔).

Тогда каждое множество вида

𝑊𝑘(𝑏) = 𝑊 𝑔
𝑘 (𝑏) := {ℎ : ℎ ∈ 𝑆1, sup

𝑙,𝑛>𝑘
|
∫︁
𝑋

ℎ(𝑥)𝑚𝑔
𝑙 (𝑑𝑥) −

∫︁
𝑋

ℎ(𝑥)𝑚𝑔
𝑛(𝑑𝑥)| 6 𝑏}

замкнуто в (𝑆1, 𝐷𝑔) и

𝑆1 =

∞⋃︁
𝑘=1

𝑊𝑘(𝑏) для любого 0 < 𝑏 < 1.

В силу теоремы Бэра о категории 3.9.3 [29] существует натуральное число 𝑢 такое,
что множество 𝑊𝑢(𝑏) содержит открытое подмножество в (𝑆1, 𝐷𝑔).

Поэтому, существуют 𝑢 ∈ N, ℎ0 ∈ 𝑆1, 𝑗 ∈ N и 𝑡 > 0 такие, что из 𝑛, 𝑘 > 𝑢,
ℎ ∈ 𝑆1 и |ℎ(𝑥) − ℎ0(𝑥)| < 𝑡 на 𝐸𝑗 следует, что⃒⃒⃒ ∫︁

𝑋

ℎ(𝑥)𝑚𝑔
𝑛(𝑑𝑥) −

∫︁
𝑋

ℎ(𝑥)𝑚𝑔
𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒
6 𝑡, в частности,

⃒⃒⃒ ∫︁
𝑋−𝐸𝑗

𝑚𝑔
𝑛(𝑑𝑥) −

∫︁
𝑋−𝐸𝑗

𝑚𝑔
𝑘(𝑑𝑥)

⃒⃒⃒
6 2𝑡,

если взять ℎ0 удовлетворяющим ограничению ℎ0|𝐸𝑗
= 0. В силу леммы I.3 [5] и

условий 20(1 − 3) выполняется оценка

|𝑚𝑔
𝑛 −𝑚𝑔

𝑘|*(𝑋 − 𝐸𝑗) 6 2𝑡
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для всех 𝑛, 𝑘 > 𝑢. Мы выберем натуральное число 𝑖(1) > 𝑗 таким, что

|𝑚𝑔
𝑢|(𝑋 − 𝐸𝑖(1)) 6 𝑡.

Следовательно, |𝑚𝑔
𝑛|*(𝑋 −𝐸𝑖(1)) 6 [|𝑚𝑔

𝑛 −𝑚𝑔
𝑗 |*(𝑋 −𝐸𝑖(1)) + |𝑚𝑔

𝑗 |*(𝑋 −𝐸𝑖(1))] 6 3𝑡.

Тогда можно взять натуральное число 𝑖(2) > 𝑖(1), для которого

sup
𝑙<𝑢

|𝑚𝑔
𝑙 |*(𝑋 − 𝐸𝑖(2)) 6 3𝑡,

следовательно, для любого 𝑏 > 0 существует 𝑖(2) такое, что

sup
𝑛∈N

|𝑚𝑔
𝑛|*(𝑋 − 𝐸𝑖(2)) 6 3𝑏.

Отсюда вытекает утверждение (5).
Из сходимости последовательности 𝑚𝑛 к 𝑚0 относительно топологии 𝜏𝑤, усло-

вий (1) и (2), и 20(1 − 3) следует, что

lim𝑛→∞|𝑚𝑔
𝑛|*(𝑋 − 𝐸𝑖) > |𝑚𝑔

0|*(𝑋 − 𝐸𝑖)

для любого 𝑔 ∈ 𝐺, следовательно,

|𝑚𝑔
0|*(𝑋 − 𝐸𝑖) 6 3𝑏

для всех 𝑖 > 𝑖(2) и произвольного отмеченного элемента 𝑔 группы 𝐺, где 𝐸𝑖, 𝑏, 𝑖(2)
описаны выше. То есть, для любого 𝑔 ∈ 𝐺 существует предел

lim
𝑖→∞

|𝑚𝑔
𝑖 |*(𝑋 − 𝐸𝑖) = 0

для любой (𝑘′, 𝐺) последовательности {𝐸𝑖 : 𝑖 ∈ N}.
Мы рассмотрим последовательность {𝑍𝑛 : 𝑛 ∈ N} замкнутых в 𝑋 подмно-

жеств, для которых выполнены следующие условия:
(8) для любого 𝑔 ∈ 𝐺 𝑔𝑍𝑛 ↑ 𝑋 при 𝑛→ ∞;
(9) для любого 𝑛 ∈ N существует открытое подмножество 𝑈𝑛 такое, что 𝑔𝑍𝑛 ⊂

𝑔𝑈𝑛 ⊂ 𝑔𝑍𝑛+1 для любого 𝑔 ∈ 𝐺.
Из теоремы I.12 [5], а также условий (1) и (2) вытекает, что если последова-

тельность {𝑍𝑛 : 𝑛 ∈ N} замкнутых в 𝑋 подмножеств удовлетворяет условиям (8)
и (9), то она является (𝑘′, 𝐺) последовательностью, так как ℎ𝑠 : 𝑋 → 𝑋 - это
гомеоморфизм для любого 𝑠 ∈ 𝐺, ℎ𝑠(𝑥) = 𝑠𝑥. Поэтому,

lim
𝑖→∞

|𝑚𝑔
0|(𝑋 − 𝑍𝑖) = 0

для любого 𝑔 ∈ 𝐺. Тогда согласно теореме I.19 [5] 𝑚𝑔
0 ∈𝑀𝜎(𝑋) для любого 𝑔 ∈ 𝐺.

Пусть теперь 𝑉 ∈ ℋ и |𝑚0|(𝑉 ) = 0. Тогда мы получим, что

lim
𝑛→∞

|𝑚𝑛|(𝑉 ) = 0.

При этом выполняется тождество (10) и неравенство (11):∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑚𝑔
𝑛(𝑑𝑥) =

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑑𝑚𝑛
(𝑔, 𝑥)𝑚𝑛(𝑑𝑥), (10)
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⃒⃒⃒ ∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑑𝑚𝑛
(𝑔, 𝑥)𝑚𝑛(𝑑𝑥)

⃒⃒⃒
6
∫︁
𝑋

𝑝(𝑔, 𝑥)|𝑓(𝑥)||𝑚𝑛|(𝑑𝑥) (11)

для любых 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑛 ∈ N. Для любого открытого подмножества 𝑈 в топологиче-
ском пространстве 𝑋, 𝑔 ∈ 𝐺 и 𝑘 ∈ N выполнено неравенство

|𝑚𝑔
𝑘|(𝑈) 6 |𝑚𝑘|(𝑈) sup

06𝑛
‖𝑝(𝑔, *)‖𝐿1(𝑚𝑛).

Возьмем последовательность 𝑓𝑢 непрерывных функций 𝑓𝑢 : 𝑋 → [0, 1] такую, что
𝑓𝑢(𝑥) = 1 для любых 𝑥 ∈ 𝑉 и 𝑢 ∈ N, а также∫︁

𝑋

𝑓𝑢(𝑥)|𝑚0|(𝑑𝑥) < 𝑏𝑢,

где 𝑏𝑢 ↓ 0. Следовательно,

lim
𝑢

∫︁
𝑋

𝑓𝑢(𝑥)|𝑚0|(𝑑𝑥) = |𝑚0|(𝑉 ) = 0

(см. также [1,3,5]). Применяя условие (4), мы выводим из формул (10) и (11), что
для всяких 𝑏 > 0 и 𝑔 ∈ 𝐺 существуют натуральные числа 𝑛 и 𝑣 такие, что∫︁

𝑋

𝑓𝑣(𝑥)|𝑚𝑔
𝑙 |(𝑑𝑥) < 𝑏 для любого 𝑙 > 𝑛.

С другой стороны, выполняется неравенство:

|𝑚𝑔
𝑙 |(𝑉 ) 6

∫︁
𝑋

𝑓𝑣(𝑥)|𝑚𝑔
𝑙 |(𝑑𝑥).

Поэтому, существует предел

lim
𝑛→∞

|𝑚𝑔
𝑛|(𝑉 ) = 0

для любого 𝑔 ∈ 𝐺, следовательно, |𝑚𝑔
0|(𝑉 ) = 0 для любого 𝑔 ∈ 𝐺. Это озна-

чает, что мера 𝑚𝑔 эквивалентна мере 𝑚0 для любого элемента группы 𝑔 ∈ 𝐺.
Таким образом, мера 𝑚0 квазиинвариантна и, следовательно, 𝑚0 ∈ 𝑄𝜎(𝑋), так
как 𝑄(𝑋) ∩𝑀𝜎(𝑋) = 𝑄𝜎(𝑋).

22. Теорема. Пусть 𝐺 – подгруппа топологической группы 𝐺1, и пусть усло-
вия 21(1) и 21(2) выполнены для 𝐺 и 𝐺1, пусть также топологический характер
𝐺1 равен 𝜒(𝐺1) = ℵ0, и пусть отображение 𝐺 ×𝑋 ∋ (𝑔, 𝑥) ↦→ 𝑔𝑥 ∈ 𝑋 непрерыв-
но. Предположим также, что для квазиинвариантной меры 𝑚 ∈ 𝑄𝜎(𝑋,F,ℋ, 𝐺)
последовательность 𝑚𝑘 := 𝑚𝑔𝑘 удовлетворяет условиям 21(3) и 21(4) относи-
тельно 𝐺 для любого 𝑔0 ∈ 𝐺1 и всякой последовательности 𝑔𝑘 в 𝐺 сходящейся к
𝑔0 относительно левой равномерности индуцированной топологией на 𝐺1. Тогда
𝑚 ∈ 𝑄𝜎(𝑋,F,ℋ, 𝐺1).

Доказательство. Для топологической группы 𝐺1 существует левая равномер-
ность на 𝐺1 индуцированная топологией на 𝐺1 (смотри §8.1.17 в [29]). Поскольку
𝜒(𝐺1) = ℵ0, то для всякого 𝑔0 ∈ 𝐺1 имеется последовательность 𝑔𝑘 в группе 𝐺
сходящаяся к 𝑔0 относительно левой равномерности группы 𝐺1. В силу теоремы
21 существует предел

lim
𝑘
𝑚𝑘 = 𝑚0 ∈ 𝑄𝜎(𝑋,F,ℋ, 𝐺),
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мы обозначим его тоже 𝑚0 =: 𝑚𝑔0 , так как

lim
𝑘
𝑔𝑘 = 𝑔0 и 𝑚𝑘 := 𝑚𝑔𝑘 .

Предположим, что имеются две последовательности 𝑠𝑘 и 𝑞𝑘 сходящиеся к 𝑔0.
Положим 𝑔2𝑘 = 𝑠𝑘 и 𝑔2𝑘+1 = 𝑞𝑘 для любого 𝑘, следовательно, 𝑔𝑘 сходится к 𝑔0.
Итак,

lim
𝑘
𝑚𝑠𝑘 = lim

𝑘
𝑚𝑞𝑘 = lim

𝑘
𝑚𝑔𝑘 ,

так как предел lim𝑘𝑚
𝑔𝑘 существует согласно условию 21(3). Таким образом, 𝑚𝑔0

не зависит от выбора последовательности 𝑔𝑘 группы 𝐺 сходящейся к 𝑔0 ∈ 𝐺1.
Поскольку отображение 𝐺 ×𝑋 ∋ (𝑔, 𝑥) ↦→ 𝑔𝑥 ∈ 𝑋 непрерывно, а ℎ𝑔 действует

гомеоморфизмами на 𝑋 для любого 𝑔 ∈ 𝐺1 и

lim
𝑘
𝑔𝑘 = 𝑔0, то 𝑔0𝑈 =

∞⋃︁
𝑛=1

∞⋂︁
𝑘=𝑛

𝑔𝑘𝑈

для любого множества 𝑈 открытого в 𝑋. Поэтому,

|𝑚|(𝑔0𝑈) = lim
𝑛

|𝑚|(
∞⋂︁
𝑘=𝑛

𝑔𝑘𝑈)

для любого 𝑚 ∈ 𝑀𝜎(𝑋). Если |𝑚|(𝑉 ) = 0 для некоторых 𝑉 ∈ ℋ и 𝑚 ∈ 𝑀𝜎(𝑋), то
для любого 𝑏 > 0 существует открытое подмножество 𝐾𝑏 в 𝑋 такое, что 𝑉 ⊂ 𝐾𝑏

и |𝑚|(𝐾𝑏) < 𝑏 [1, 3, 5]. Если 𝑚 ∈ 𝑄𝜎(𝑋,F,ℋ, 𝐺), то |𝑚𝑔|(𝑉 ) = 0 для любого 𝑔 ∈ 𝐺.
С другой стороны,

|𝑚|(
∞⋂︁
𝑘=𝑛

𝑔𝑘𝑈) 6 |𝑚|(𝑔𝑘𝑈)

для любого 𝑘 > 𝑛. Тогда из условия 21(4) и формул 21(10), и 21(11) мы выводим,
что |𝑚𝑔0 |(𝑉 ) = 0. Итак, меры эквивалентны 𝑚 ∼ 𝑚𝑔0 для любого 𝑔0 ∈ 𝐺1. Таким
образом, 𝑚 ∈ 𝑄𝜎(𝑋,F,ℋ, 𝐺1).

11. Обратные спектры квазиинвариантных мер

23. Теорема. Пусть {𝐺𝑖, ℎ𝑖𝑗 , 𝐽} и {𝑋𝑖, 𝑝
𝑖
𝑗 , 𝐽} – обратные спектры групп 𝐺𝑗

и топологических пространств 𝑋𝑗, так что 𝐺𝑗 : 𝑋𝑗 → 𝑋𝑗, где ℎ
𝑖
𝑗 : 𝐺𝑖 → 𝐺𝑗

- гомоморфизмы групп и 𝑝𝑖𝑗 : 𝑋𝑖 → 𝑋𝑗 – непрерывные отображения для любого
𝑖 > 𝑗 в направленном множестве 𝐽 . Пусть также топологическое простран-
ство 𝑋 гомеоморфно lim{𝑋𝑗 , 𝑝

𝑖
𝑗 , 𝐽}. Тогда каждая мера 𝑚 ∈ 𝑄(𝑋,F,ℱ , 𝐺) имеет

разложение
𝑚 = lim{𝑚𝑖; 𝑝

𝑖
𝑗 ; 𝐽}

с 𝑚𝑖 ∈ 𝑄(𝑋𝑖,F,ℋ𝑖, 𝐺𝑖) для любого 𝑖 ∈ 𝐽 , что индуцирует непрерывное отобра-
жение из 𝑄(𝑋,F,ℋ, 𝐺) в lim{𝑄(𝑋𝑖,F,ℋ𝑖, 𝐺𝑖); 𝑝

𝑖
𝑗 ;ℎ

𝑖
𝑗 ; 𝐽} относительно их 𝜏𝑤(𝐺) и

{𝜏𝑤(𝐺𝑖); 𝑝
𝑖
𝑗 ;ℎ

𝑖
𝑗 ; 𝐽} топологий.

Доказательство. Рассмотрим непрерывные проективные отображения 𝑝𝑖 :
𝑋 → 𝑋𝑖 и проективные групповые гомоморфизмы ℎ𝑖 : 𝐺 → 𝐺𝑖 для любого 𝑖 ∈ 𝐽
соответствующие данному обратному спектру.
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Если 𝑚 ∈ 𝑄(𝑋,F,ℋ, 𝐺), то

𝑚((𝑝𝑖)−1(𝐴)) =: 𝑚𝑖(𝐴)

является мерой наℋ𝑖, так как (𝑝𝑖)−1(ℋ𝑖) ⊂ ℋ для любого 𝑖 ∈ 𝐽 . С другой стороны,
𝑔((𝑝𝑖)−1(𝐴)) = (𝑝𝑖)−1(𝑔𝑖𝐴) для любых 𝐴 ∈ ℋ𝑖 и 𝑔 ∈ 𝐺, где 𝑔𝑖 = ℎ𝑖(𝑔), так как
𝐺𝑖 : 𝑋𝑖 → 𝑋𝑖, 𝑝𝑖𝑗 ∘ 𝑝𝑖 = 𝑝𝑗 и ℎ

𝑖
𝑗 ∘ ℎ𝑖 = ℎ𝑗 для любого 𝑖 > 𝑗 ∈ 𝐽 . Это семейство мер

образует обратный спектр, так как

𝑚𝑖((𝑝
𝑖
𝑗)

−1(𝐵)) = 𝑚((𝑝𝑗)−1(𝐵)) = 𝑚𝑗(𝐵)

для любого 𝑖 > 𝑗 ∈ 𝐽 и 𝐵 ∈ ℱ𝑗 . Пусть |𝑚|𝑖(𝐴) = 0 для произвольного 𝐴 ∈ ℋ𝑖.
Тогда |𝑚|((𝑝𝑖)−1(𝐴)) = 0, следовательно, |𝑚𝑔|((𝑝𝑖)−1(𝐴)) = 0 для любого 𝑔 ∈ 𝐺 и,
следовательно, |𝑚𝑔𝑖

𝑖 |(𝐴) = 0. Таким образом, мера 𝑚𝑖 на ℋ𝑖 является квазиинва-
риантной относительно группы 𝐺𝑖 для любого 𝑖 ∈ 𝐽 . Тогда выполняется равенство∫︁

𝑋

𝑆(𝑓𝑖)(𝑦)𝑚(𝑑𝑦) =

∫︁
𝑋𝑖

𝑓𝑖(𝑥𝑖)𝑚𝑖(𝑑𝑥𝑖) (1)

для любого 𝑓𝑖 ∈ 𝐶𝑏(𝑋𝑖,R), где 𝑆(𝑓𝑖) – это цилиндрическая функция, соответ-
ствующая 𝑓𝑖, 𝑆(𝑓𝑖)(𝑦) = 𝑓𝑖(𝑝𝑖(𝑦)) для любого 𝑦 ∈ 𝑋. В силу предложения
2.5.5 [29], теоремы 2 и формулы (1) это отображение 𝑚 ↦→ lim{𝑚𝑖; 𝑝

𝑖
𝑗 ; 𝐽} непре-

рывно из 𝑄(𝑋,F,ℋ, 𝐺) в lim{𝑄(𝑋𝑖,F,ℋ𝑖, 𝐺𝑖); 𝑝
𝑖
𝑗 ;ℎ

𝑖
𝑗 ; 𝐽} относительно их 𝜏𝑤(𝐺) и

{𝜏𝑤(𝐺𝑖); 𝑝
𝑖
𝑗 ;ℎ

𝑖
𝑗 ; 𝐽} топологий.

24. Теорема. Пусть выполнены предположения теоремы 23, где
𝑃𝑄+

𝜎 (𝑋𝑖,F,ℬ𝑖, 𝐺𝑖) := {𝑚𝑖 : 𝑚𝑖 ∈ 𝑄+
𝜎 (𝑋𝑖,F,ℬ𝑖, 𝐺𝑖),𝑚𝑖(𝑋𝑖) = 1} задано на

алгебре ℬ𝑖 = ℬ𝑖(𝑋𝑖) для любого 𝑖 ∈ 𝐽 . Пусть также (𝑋𝑖,ℬ𝑖) является радоновым
пространством для всякого 𝑖 ∈ 𝐽 . Если множество 𝐽 счетно, то существует
вложение 𝑃𝑄+

𝜎 (𝑋,F,ℬ, 𝐺) в lim{𝑃𝑄+
𝜎 (𝑋𝑖,F,ℬ𝑖, 𝐺𝑖);ℎ𝑖𝑗 ; 𝑝𝑖𝑗 ; 𝐽} относительно

слабой 𝜏𝑤(𝐺) и {𝜏𝑤(𝐺𝑖); 𝑝
𝑖
𝑗 ;ℎ

𝑖
𝑗 ; 𝐽} топологий.

Доказательство. Каждая 𝜎-гладкая мера 𝑚 заданная на ℋ имеет естествен-
ное продолжение на ℬ и аналогично для любого 𝑚𝑖 [1, 3, 5]. В силу теоремы 23,
если 𝑚 ∈ 𝑃𝑄+

𝜎 (𝑋,F,ℬ, 𝐺), то

{𝑚𝑖; 𝑝
𝑖
𝑗 ; 𝐽} ∈ {𝑃𝑄+

𝜎 (𝑋𝑖,F,ℬ𝑖, 𝐺𝑖);ℎ𝑖𝑗 ; 𝑝𝑖𝑗 ; 𝐽},

так как условия 𝐴𝑖,𝑘 ∈ ℬ𝑖 и 𝐴𝑖,𝑘 ∩ 𝐴𝑖,𝑛 = ∅ для любого 𝑘 ̸= 𝑛 ∈ N влекут то, что
(𝑝𝑖)−1(𝐴𝑖,𝑘) ∈ ℬ и (𝑝𝑖)−1(𝐴𝑖,𝑘) ∩ (𝑝𝑖)−1(𝐴𝑖,𝑛) = ∅ для любого 𝑘 ̸= 𝑛 ∈ N.

Предположим, что дан обратный спектр мер {𝑚𝑖; 𝑝
𝑖
𝑗 ; 𝐽}, причем 𝑚𝑖 ∈

𝑃𝑄+
𝜎 (𝑋𝑖,F,ℬ𝑖, 𝐺𝑖) для любого 𝑖 ∈ 𝐽 . Данная система индуцирует квазимеру 𝑞

на
ℋ :=

⋃︁
𝑖∈𝐽

(𝑝𝑖)−1(ℬ𝑖)

такую, что 𝑚𝑖((𝑝
𝑖
𝑗)

−1(𝐵)) = 𝑞((𝑝𝑗)−1(𝐵)) = 𝑚𝑗(𝐵) для любых 𝑖 > 𝑗 ∈ 𝐽 и 𝐵 ∈ ℬ𝑗 .
Более того, 𝑞(𝑋) = 1, так как 𝑚𝑖(𝑋𝑖) = 1 для любого 𝑖 ∈ 𝐽 . Алгебра ци-

линдрических подмножеств ℋ содержится в алгебре ℬ, так как (𝑝𝑖)−1(Z𝑖) ⊂ Z и
(𝑝𝑖)−1(U𝑖) ⊂ U для любого 𝑖 ∈ 𝐽 . Таким образом, 𝑞 является ограниченной неот-
рицательной квазимерой. В силу теоремы Колмогорова I.1.3 и предложений I.1.7,
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и I.1.8 [9] (или см. их в [6]) она имеет единственное 𝜎-гладкое продолжение 𝑞 на
минимальную 𝜎-алгебру 𝜎ℋ содержащую ℋ.

Имеется база топологии у 𝑋 состоящая из открытых подмножеств вида⋂︀𝑛
𝑙=1(𝑝𝑖(𝑙))−1(𝐴𝑖(𝑙)) с 𝐴𝑖(𝑙) ∈ U𝑖(𝑙) для любых 𝑖(𝑙) ∈ 𝐽 , 𝑙 = 1, ..., 𝑛 и 𝑛 ∈ N. Посколь-

ку 𝐽 счетно, то ℬ = 𝜎ℋ. Таким образом, 𝑞 и 𝑚 совпадают на ℬ, если {𝑚𝑖; 𝑝
𝑖
𝑗 ; 𝐽}

построена из 𝑚 ∈ 𝑃𝑄+
𝜎 (𝑋,F,ℬ, 𝐺). Итак, отображение из 𝑃𝑄+

𝜎 (𝑋,F,ℬ, 𝐺) в
lim{𝑃𝑄+

𝜎 (𝑋𝑖,F,ℬ𝑖, 𝐺𝑖);ℎ𝑖𝑗 ; 𝑝𝑖𝑗 ; 𝐽} инъективно.
Поэтому, для любой 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋, [0,∞)) существует направленность 𝑓𝑖 ∈

𝐶𝑏(𝑋𝑖, [0,∞)) такая, что∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑚(𝑑𝑥) = lim
𝑖

∫︁
𝑋𝑖

𝑓𝑖(𝑥𝑖)𝑚𝑖(𝑑𝑥𝑖), (1)

где 𝑓((𝑝𝑖)−1(𝑥𝑖)) 6 𝑓𝑖(𝑥𝑖) (2)

для любых 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖 и 𝑖 ∈ 𝐽 . В частности, если 𝑓 : 𝑋 → [0, 1], то можно выбрать

𝑓𝑖 : 𝑋𝑖 → [0, 2] (3)

для любого 𝑖 ∈ 𝐽 .
Отсюда мы выводим, что∫︁

𝑋

𝑓(𝑥)𝑚𝑔(𝑑𝑥) = lim
𝑖

∫︁
𝑋𝑖

𝑓𝑖(𝑥𝑖)𝑚
𝑔𝑖
𝑖 (𝑑𝑥𝑖) = lim

𝑖

∫︁
𝑋𝑖

𝑓𝑖(𝑔𝑖𝑦𝑖)𝑚𝑖(𝑑𝑦𝑖) =

∫︁
𝑋

𝑓(𝑔𝑦)𝑚(𝑑𝑦)

(4)
для любого 𝑔 ∈ 𝐺. Если 𝑚(𝐴) = 0 для некоторого 𝐴 ∈ ℬ, то 𝑚𝑔(𝐴) = 0 для
всякого элемента группы 𝑔 ∈ 𝐺. Тогда для любых 𝑡 > 0 и 𝑔1 ∈ 𝐺, ..., 𝑔𝑛 ∈ 𝐺, 𝑛 ∈ N,
существует функция 𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋, [0, 1]) такая, что

𝑓 |𝐴 = 1 и

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑚𝑔𝑙(𝑑𝑥) < 𝑡 для любого 𝑙 = 1, ..., 𝑛.

Следовательно, существует направленность {𝑓𝑖 : 𝑖}, удовлетворяющая условиям
(1 − 3), приведенным выше, и существует 𝑘 ∈ 𝐽 такие, что∫︁

𝑋

𝑓(𝑥)𝑚𝑔𝑙(𝑑𝑥) 6
∫︁
𝑋𝑖

𝑓𝑖(𝑥𝑖)𝑚
ℎ𝑖(𝑔𝑙)
𝑖 (𝑑𝑥𝑖) < 2𝑡

для любых 𝑖 > 𝑘 ∈ 𝐽 и 𝑙 = 1, ..., 𝑛.
Из предложения 2.5.5 и теоремы 2.5.8 [29], формул (1 − 4) и теоремы 2 мы

выводим, что вложение 𝑃𝑄+
𝜎 (𝑋,F,ℬ, 𝐺) в lim{𝑃𝑄+

𝜎 (𝑋𝑖,F,ℬ𝑖, 𝐺𝑖);ℎ𝑖𝑗 ; 𝑝𝑖𝑗 ; 𝐽} непре-
рывно и открыто относительно слабой 𝜏𝑤(𝐺) и {𝜏𝑤(𝐺𝑖); 𝑝

𝑖
𝑗 ;ℎ

𝑖
𝑗 ; 𝐽} топологий, где

𝑃𝑄+
𝜎 (𝑋,F,ℬ, 𝐺) и все 𝑃𝑄+

𝜎 (𝑋𝑖,F,ℬ𝑖, 𝐺𝑖) рассматриваются относительно их 𝜏𝑤(𝐺)
и 𝜏𝑤(𝐺𝑖) топологий соответственно.

Заключение

Результаты данной статьи могут быть использованы при работе с квазиинвари-
антными мерами в теории вероятностей и функциональном анализе, для исследо-
ваний групповых алгебр, представлений групп и алгебр, а также для дальнейшего
изучения пространств квазиинвариантных мер.
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Spaces of quasi-invariant measures supplied with different topologies are
studied. Their embeddings, projective decompositions, conditions for their
metrizability are investigated. Theorems about convergence of nets of quasi-
invariant measures and their extensions are proved as well. Moreover,
associated with them uniform spaces are studied.
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