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Рассматривается задача о нестационарных радиальных колебаниях
электромагнитоупругой сферы. Предполагается, что электромагнитное
поле в среде инициируется механическим посредством обобщенного за-
кона Ома. Для решения задачи используется разложение искомых ве-
личин в степенной ряд по малому параметру, связывающему механиче-
ское и электрическое поля. Показано, что коэффициенты рядов в про-
странстве преобразования Лапласа представляются в виде сверток с
ядрами специального вида. При этом их оригиналы имеют сингулярные
особенности. Для преодоления трудностей при нахождении оригиналов
предложен аналитический подход и модифицированный алгоритм чис-
ленного обращения преобразования Лапласа, использующий формулу
быстрого преобразования Фурье. Результаты расчетов приведены как
для не связанной, так и для связанной задач.

Ключевые слова: нестационарная электромагнитоупругость, обра-
щение преобразования Лапласа, толстостенная сфера, метод малого
параметра.
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Введение

При проектировании различных объектов новой техники, в том числе авиаци-
онных и ракетно-космических конструкций, часто возникает необходимость уче-
та взаимосвязанности нестационарных электромагнитных и механических полей.
Одним из вариантов подобных моделей является введение в правую часть уравне-
ний движения силы Лоренца [1,2]. Соответствующая замкнутая линеаризованная
система уравнений для однородной изотропной среды получена в [3]. С ее исполь-
зованием решен ряд одномерных нестационарных задач для областей с плоски-
ми и сферическими границами [4-6]. В этих работах использовалось преобразова-
ние Лапласа по времени, обращение которого проводилось аналитически. Однако
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применение подобного подхода к задачам большей размерности, хотя и принципи-
ально возможно, но приводит к достаточно громоздким выкладкам [7]. Поэтому
возникает потребность в использовании других методов обращения преобразова-
ния Лапласа, один из вариантов которого (модификация численного обращения)
в целях апробации используется ниже на примере задачи, рассмотренной в [6].

1. Постановка задачи

Уравнения радиальных колебаний толстостенной однородной изотропной элек-
тромагнитоупругой сферы внутреннего и внешнего радиусов 𝑟0 и 𝑟1 с учетом силы
Лоренца имеют вид [6]:

�̈� =
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 2𝑢

𝑟2
+ 𝛼

[︂
𝜌𝑒0𝐸 + 𝐸0

(︂
𝜕𝐸

𝜕𝑟
+

2𝐸

𝑟

)︂]︂
, (1)

�̈� + 𝛾�̇� = −𝜌𝑒0�̈�, (2)

𝛾𝑗 = −�̇�, 1

𝑟2
𝜕
(︀
𝑟2𝐸

)︀
𝜕𝑟

= 𝜌𝑒, (3)

где 𝑟 – радиус сферической системы координат с началом в центре сферы; 𝑢, 𝐸 и 𝑗
– радиальные компоненты векторов перемещения, напряженности электрического
поля и плотности тока; 𝜌𝑒 – плотность зарядов; точками обозначены производ-
ные по времени 𝜏 ; нижние индексы «0» соответствуют начальным статическим
значениям величин.

Отметим, что замкнутая система уравнений состоит из соотношений (1) и (2),
а формулы (3) являются дополнительными равенствами для определения величин
𝑗 и 𝜌𝑒.

Здесь и далее использованы следующие безразмерные величины (при одинако-
вом начертании размерные аналоги обозначены волной):

𝑟 = 𝑟
𝑟0
, 𝜏 = 𝑐1𝑡

𝑟0
, 𝑟1 = 𝑟1

𝑟0
, 𝑢 = �̃�

𝑟0
, 𝜌𝑒 = 4𝜋𝜌𝑒𝑟0

𝜀𝐸*
, 𝐸 = �̃�

𝐸*
,

𝑗 = �̃�
𝜎𝐸*

, 𝛼 =
𝜀𝐸2

*
4𝜋(𝜆+2𝜇) , 𝛾 = 4𝜋𝜎𝑟0

𝜀𝑐1
, 𝑐21 = 𝜆+2𝜇

𝜌 ,

где 𝑡 – размерное время; 𝑐1 – скорость распространения волн растяжения-сжатия;
𝜆, 𝜇 и 𝜌 – упругие постоянные Ламе и плотность среды; 𝜎 и 𝜀 – удельная прово-
димость и диэлектрическая проницаемость; 𝐸* – некоторое характерное значение
напряженности электрического поля.

В начальный момент времени возмущения отсутствуют:

𝑢|𝜏=0 = �̇�|𝜏=0 = 𝐸|𝜏=0 = �̇�
⃒⃒⃒
𝜏=0

= 0. (4)

На внутренней поверхности сферы задано перемещение, внешняя поверхность
неподвижна:

𝑢|𝑟=1 = 𝑈0 (𝜏) , 𝑢|𝑟=𝑟1 = 0. (5)
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2. Решение в пространстве преобразований Лапласа с использованием
метода малого параметра

Для решения начально-краевой задач используется метод малого параметра,
в качестве которого выбирается коэффициент связи поля перемещения и элек-
трического поля, а именно, искомые функции представляются в виде степенных
рядов:

𝑢 (𝑟, 𝜏) =

∞∑︁
𝑚=0

𝑢𝑚 (𝑟, 𝜏)𝛼𝑚, 𝐸 (𝑟, 𝜏) =

∞∑︁
𝑚=0

𝑒𝑚 (𝑟, 𝜏)𝛼𝑚. (6)

В работе [6] показано, что изображения по Лапласу коэффициентов этих ря-
дов имеют вид (𝑠 – параметр преобразования; верхний индекс «𝐿» соответствует
трансформанте):

𝑢𝐿0 (𝑟, 𝑠) = 𝐵 (𝑟1𝑠, 𝑟𝑠)𝐷
−1 (𝑠)𝑈𝐿0 (𝑠) , 𝐷 (𝑠) = 𝐵 (𝑟1𝑠, 𝑠) ,

𝐵 (𝑥, 𝑦) = 𝑅10 (𝑥)𝑅10 (−𝑦) 𝑒𝑦−𝑥 −𝑅10 (−𝑥)𝑅10 (𝑦) 𝑒𝑥−𝑦;
(7)

𝑒𝐿𝑚 (𝑟, 𝑠) = −𝜌𝑒0 (𝑟)
𝑠

𝑠+ 𝛾
𝑢𝐿𝑚 (𝑟, 𝑠) (𝑚 > 0) ; (8)

𝑢𝐿𝑚 (𝑟, 𝑠) = −
𝑟1∫︁
1

𝐺𝐿 (𝑟, 𝜉, 𝑠)𝐸0 (𝜉) 𝑒𝐿𝑚−1 (𝜉, 𝑠) 𝑑𝜉 (𝑚 > 1) . (9)

Здесь (эта формула преобразована к виду, удобному для последующих вычис-
лений)

𝐺𝐿 (𝑟, 𝜉, 𝑠) = − 1
2𝜉𝑟2

[︀
𝐺𝐿1 (𝑟, 𝜉, 𝑠)𝐻 (𝜉 − 𝑟) +𝐺𝐿2 (𝑟, 𝜉, 𝑠)𝐻 (𝑟 − 𝜉)

]︀
,

𝐺𝐿1 (𝑟, 𝜉, 𝑠) = 𝐵(𝑟𝑠,𝑠)𝐵1(𝑟1𝑠,𝜉𝑠)
𝑠3𝐷(𝑠) , 𝐺𝐿2 (𝑟, 𝜉, 𝑠) = 𝐵(𝑟𝑠,𝑟1𝑠)𝐵1(𝑠,𝜉𝑠)

𝑠3𝐷(𝑠) ,
(10)

где

𝐵1(𝑥, 𝑦) = 𝑅10(𝑥)𝑅2(−𝑦)𝑒𝑦−𝑥 −𝑅10(−𝑥)𝑅2(𝑦)𝑒𝑥−𝑦,
𝑅2 (𝑧) = 𝑅20 (𝑧) +𝑅10 (𝑧) , 𝑅10 (𝑧) = 𝑧 + 1, 𝑅20 (𝑧) = 𝑧2 + 3𝑧 + 3.

Анализ функций 𝐺𝐿1 и 𝐺𝐿2 показывает, многочлены в их числителях и зна-
менателях имеют одинаковую степень относительно параметра 𝑠. Следователь-
но, оригиналы этих функций имеют сингулярные особенности. Для их выделения
предварительно аналогично [6] представляем функции 𝐺𝐿1 и 𝐺𝐿2 в виде рядов по
экспонентам (𝑗 = 1, 2):

𝐺𝐿𝑗 (𝑟, 𝑠, 𝜉) =

∞∑︁
𝑛=0

4∑︁
𝑘=1

𝐺𝐿𝑗𝑛𝑘 (𝑟, 𝑠, 𝜉) 𝑒−𝜏𝑗𝑛𝑘(𝑟,𝜉)𝑠, (11)

где

𝐺𝐿1𝑛1 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = −𝑠−3𝑅3 (𝑟𝑠,−𝜉𝑠)𝑌 𝑛+1
1 (−𝑠)𝑌 𝑛+1

1 (𝑟1𝑠) , 𝑅3 (𝑥, 𝑦) = 𝑅10 (𝑥)𝑅2 (𝑦) ,
𝐺𝐿𝑗𝑛2 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = 𝑠−3𝑅3 (−𝑟𝑠,−𝜉𝑠)𝑌 𝑛+1

1 (𝑟1𝑠)𝑌
𝑛
1 (−𝑠) ,

𝐺𝐿𝑗𝑛3 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = 𝑠−3𝑅3 (𝑟𝑠, 𝜉𝑠)𝑌 𝑛+1
1 (−𝑠)𝑌 𝑛1 (𝑟1𝑠) , 𝑌1 (𝑧) = 𝑅10 (𝑧)/𝑅10 (−𝑧),

𝐺𝐿1𝑛4 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = −𝑠−3𝑅3 (−𝑟𝑠, 𝜉𝑠)𝑌 𝑛1 (𝑟1𝑠)𝑌
𝑛
1 (−𝑠) ;

𝐺𝐿2𝑛1 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = 𝐺𝐿1𝑛4 (−𝑟, 𝑠,−𝜉) , 𝐺𝐿2𝑛4 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = 𝐺𝐿1𝑛1 (−𝑟, 𝑠,−𝜉) ;
(12)
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𝜏1𝑛1 (𝑟, 𝜉) = 2 (𝑛+ 1)ℎ− 𝜉 + 𝑟, 𝜏𝑗𝑛2 (𝑟, 𝜉) = 2 (𝑛+ 1)ℎ+ 2− 𝜉 − 𝑟,
𝜏𝑗𝑛3 (𝑟, 𝜉) = 2𝑛ℎ− 2 + 𝜉 + 𝑟, 𝜏1𝑛4 (𝑟, 𝜉) = 2𝑛ℎ+ 𝜉 − 𝑟,
𝜏2𝑛1 (𝑟, 𝜉) = 𝜏1𝑛4 (−𝑟,−𝜉) , 𝜏2𝑛4 (𝑟, 𝜉) = 𝜏1𝑛1 (−𝑟,−𝜉) , ℎ = 𝑟1 − 1.

Далее, вычисляя пределы

lim
𝑠→∞

𝐺𝐿𝑗𝑛𝑘 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = (−1)
𝑘
𝜉2𝑟 (𝑘 = 1, 2, 3, 4) ,

записываем функции 𝐺𝐿𝑗𝑛𝑘 (𝑟, 𝑠, 𝜉) в виде суммы регулярных 𝐺𝐿𝑗𝑟𝑛𝑘 (𝑟, 𝑠, 𝜉) и сингу-
лярных слагаемых:

𝐺𝐿𝑗𝑛𝑘 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = 𝐺𝐿𝑗𝑟𝑛𝑘 (𝑟, 𝑠, 𝜉) + (−1)
𝑘
𝜉2𝑟, 𝐺𝐿1𝑟𝑛𝑘 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = 𝐺𝐿1𝑛𝑘 (𝑟, 𝑠, 𝜉)− (−1)

𝑘
𝜉2𝑟,

𝐺𝐿2𝑟𝑛1 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = 𝐺𝐿1𝑟𝑛4 (−𝑟, 𝑠,−𝜉) , 𝐺𝐿2𝑟𝑛4 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = 𝐺𝐿1𝑟𝑛1 (−𝑟, 𝑠,−𝜉) ,
𝐺𝐿2𝑟𝑛𝑘 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = 𝐺𝐿1𝑟𝑛𝑘 (−𝑟, 𝑠,−𝜉) (𝑘 = 2, 3) .

(13)
Подстановка этих равенств в (10) приводит к следующему представлению ядра

интеграла в (9):

𝐺𝐿 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = 𝐺𝐿𝑟 (𝑟, 𝑠, 𝜉) +𝐺𝐿𝑠 (𝑟, 𝑠, 𝜉) , (14)

где

𝐺𝐿𝑟 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = − 1
2𝜉𝑟2

[︀
𝐺𝐿𝑠𝑟1 (𝑟, 𝑠, 𝜉)𝐻 (𝜉 − 𝑟) +𝐺𝐿𝑠𝑟2 (𝑟, 𝑠, 𝜉)𝐻 (𝑟 − 𝜉)

]︀
,

𝐺𝐿𝑠 (𝑟, 𝑠, 𝜉) = − 1
2

∞∑︀
𝑛=0

4∑︀
𝑘=1

(−1)
𝑘 [︀
𝑒−𝜏1𝑛𝑘(𝑟,𝜉)𝑠𝐻 (𝜉 − 𝑟) + 𝑒−𝜏2𝑛𝑘(𝑟,𝜉)𝑠𝐻 (𝑟 − 𝜉)

]︀
,

𝐺𝐿𝑠𝑟𝑗 (𝑟, 𝑠, 𝜉) =
∞∑︀
𝑛=0

4∑︀
𝑘=1

𝐺𝐿𝑗𝑟𝑛𝑘 (𝑟, 𝑠, 𝜉) 𝑒−𝜏𝑗𝑛𝑘(𝑟,𝜉)𝑠 (𝑗 = 1, 2).

(15)

В пространстве оригиналов аналог равенства (8) и (9) с учетом представления
(14) и свойств преобразования Лапласа записываются так (звездочка обозначает
свертку по времени):

𝑒𝑚 (𝑟, 𝜏) = −𝜌𝑒0 (𝑟)
[︀
𝑢𝑚 (𝑟, 𝜏)− 𝛾𝑢𝑚 (𝑟, 𝜏) * 𝑒−𝛾𝜏

]︀
(𝑚 > 0) ; (16)

𝑢𝑚 (𝑟, 𝜏) = −𝐼1𝑚 (𝑟, 𝜏) +
1

2
𝐼2𝑚 (𝑟, 𝜏) (𝑚 > 1) , (17)

где

𝐼1𝑚 =
𝑟1∫︀
1

𝐸0 (𝜉)𝐺𝑟 (𝑟, 𝜉, 𝜏) * 𝑒𝑚−1 (𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉, 𝐼2𝑚 =
𝑟1∫︀
1

𝐸0 (𝜉) 𝑔𝑚−1 (𝑟, 𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉,

𝑔𝑚−1 (𝑟, 𝜉, 𝜏) =
∞∑︀
𝑛=0

4∑︀
𝑘=1

(−1)
𝑘 {𝐻 (𝜉 − 𝑟) 𝑒𝑚−1 [𝜉, 𝜏 − 𝜏1𝑛𝑘 (𝑟, 𝜉)] +

+ 𝐻 (𝑟 − 𝜉) 𝑒𝑚−1 [𝜉, 𝜏 − 𝜏2𝑛𝑘 (𝑟, 𝜉)]} .

В последней формуле учтено, что оригинал функции 𝑒−𝜏*𝑠 имеет вид 𝛿 (𝜏 − 𝜏*),
где 𝛿 (𝜏) – дельта-функция Дирака.
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Определение оригиналов 𝑢0 (𝑟, 𝜏) и 𝑒0 (𝑟, 𝜏) предлагается проводить по форму-
лам (7) и (8) с помощью модифицированного алгоритма численного обращения
преобразования Лапласа, который излагается далее. При 𝑚 > 1 в отличие от [6],
предварительно определяя с помощью указанного алгоритма оригинал 𝐺𝐿𝑟 (𝑟, 𝜉, 𝑠)
по формулам (13) и (15), функции 𝑢𝑚 (𝑟, 𝜏) и 𝑒𝑚 (𝑟, 𝜏) находим, используя числен-
ное интегрирование в равенствах (16) и (17).

3. Алгоритм решения задачи

Для численного обращения преобразования Лапласа используем формулу
быстрого преобразования Фурье [8]:

𝑓(𝜏) =
2

𝜋
𝑒𝜎𝜏

∫︁ ∞

0

𝑅𝑒
[︀
𝑓𝐿(𝜎 + 𝑖𝜔)

]︀
cos(𝜔𝜏)𝑑𝜔, (18)

где 𝜎 > 0 – произвольный вещественный параметр, который должен принадлежать
области аналитичности функции 𝑓𝐿.

В стандартных программах численного обращения преобразования Лапласа,
для интегрирования используются методы трапеций или прямоугольников, име-
ющие недостаточную скорость сходимости. В отличие от них воспользуемся сред-
ствами широко распространенного пакета Maple. Такой подход представляется ра-
циональным в смысле того, что эти алгоритмы имеют процедуры анализа подын-
тегральной функции, и в зависимости от ситуации выбирают наиболее подходя-
щий метод с учетом контроля размера шага, сильной осцилляции, наличия осо-
бенностей и др. При этом формула (18) заменяется приближенным аналогом

𝑓(𝜏) ≈ 2

𝜋
𝑒𝜎𝜏

∫︁ Ω

0

𝑅𝑒
[︀
𝑓𝐿(𝜎 + 𝑖𝜔)

]︀
cos(𝜔𝜏)𝑑𝜔, (19)

где Ω – достаточно большое положительное число.
Следует отметить, что точность всех без исключения алгоритмов численно-

го обращения, основанных на приближенном вычислении интеграла (19), суще-
ственно зависит от значения параметра 𝜎. Единых рекомендаций по его выбору
не существует, так как численное обращение преобразования Лапласа является
некорректной задачей. Поэтому на практике предварительно проводится подбор
значения параметра 𝜎, обеспечивающего сходимость по числу шагов разбиения
промежутка интегрирования и по значению Ω.

При использовании встроенных алгоритмов Maple предлагается сводить эту
процедуру к двум этапам. Первый из них состоит в подборе такого значения па-
раметра 𝜎, при котором с увеличением Ω в два раза относительная погрешность
результатов, полученных по формуле (19) составляет менее 5%, что обеспечива-
ет сходимость алгоритма. Кроме того, результаты должны изменяться мало при
малом изменении параметра 𝜎, что обеспечивает практическую устойчивость ал-
горитма по Ляпунову. Поэтому на втором этапе проводится проверка устойчиво-
сти по этому практическому критерию. Полученные значения 𝜎 и Ω проверяются
на тестовых примерах численного обращения изображений функций, оригиналы
которых известны.

В основе решения задачи лежат формулы (16) и (17). Алгоритм решения задачи
состоит из следующих шагов.
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А) Численное вычисление значений ядра 𝐺𝑟 (𝑟, 𝜉, 𝜏). Организуем массив 𝐺𝑖𝑙𝑞 =
𝐺𝑟 (𝑟𝑖, 𝜉𝑙, 𝜏𝑞) следующим образом. Определяем множества значений переменных
𝑟, 𝜉, 𝜏 : 𝐴𝑟 = {𝑟 : 𝑟 ∈ [1, 𝑟1]}, 𝐴𝜉 = {𝜉 : 𝜉 ∈ [1, 𝑟1]}, 𝐴𝜏 = {𝜏 : 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ]}, где 𝑇 – ко-
нечный момент времени. Затем строим конечные аналоги введенных бесконечных
множеств. Для этого фиксируем два натуральных числа 𝑛𝑟, 𝑛𝜏 и представляем
множества 𝐴𝑟, 𝐴𝜉 в виде (𝑛𝑟 − 1), а 𝐴𝜏 – в виде 𝑛𝜏 − 1 непересекающихся отрез-
ков равной длины. В результате получаем 𝑛𝑟 точек множеств 𝐴𝑟, 𝐴𝜉 и 𝑛𝜏 точек
множества 𝐴𝜏 (границ отрезков). Эти множества принимаем за конечные аналоги
множеств 𝐴𝑟, 𝐴𝜉, 𝐴𝜏 и оставляем за ними те же обозначения.

На них определим значения ядра (массив G = (𝐺𝑖𝑙𝑞)𝑛𝑟×𝑛𝜉×𝑛𝜏
, 𝑛𝑟 =

𝑛𝜉). Структура массива 𝐺 представляет собой прямоугольную матрицу
M = (𝑀𝑖𝑞)𝑛𝑟×𝑛𝜏

, каждый элемент которой является вектором 𝑀𝑖𝑞 =
{𝐺𝑟 (𝑟𝑖, 𝜉𝑙, 𝜏𝑞) : 𝑙 = 1, 2, ..., 𝑛𝜉} значений 𝐺𝑟 (𝑟𝑖, 𝜉, 𝜏𝑞) на множестве 𝐴𝜉. Далее за-
даем шаги изменений пространственных и временной переменной 𝛿𝑟 = 𝛿𝜉 =
(𝑟1 − 1)/𝑛𝑟, 𝛿𝜏 = 𝑇/𝑛𝜏 и дискретные значения переменных

𝑟𝑖 = 1 + (𝑖− 1) 𝛿𝑟, 𝜉𝑙 = 𝑟0 + (𝑙 − 1) 𝛿𝜉,

𝜏𝑞 = (𝑞 − 1) 𝛿𝜏 (𝑖, 𝑙 = 1, 2, ..., 𝑛𝑟 + 1, 𝑞 = 1, 2, ..., 𝑛𝜏 + 1) .

Б) Вычисление 𝑢0 (𝑟, 𝜏) и 𝑒0 (𝑟, 𝜏). Используя формулы (7), (8) для изображений
и описанный выше алгоритм, организовываем две прямоугольные матрицы

u0 = (𝑢0𝑖𝑞)𝑛𝑟×𝑛𝜏
, e0 = (𝑒0𝑖𝑞)𝑛𝑟×𝑛𝜏

, 𝑢0𝑖𝑞 = 𝑢0 (𝑟𝑖, 𝜏𝑞) , 𝑒0𝑖𝑞 = 𝑒0 (𝑟𝑖, 𝜏𝑞) .

В) Вычисление интеграла 𝐼2𝑚 в (17). С этой целью во втором слагаемом в
формуле (17) сначала формируем вектор E0 = (𝐸0𝑙)𝑛𝜉×1 , 𝐸0𝑙 = 𝐸0 (𝜉𝑙). Как видно

из выражения для 𝑔𝑚−1 (𝑟, 𝜉, 𝜏), которое переписываем так:

𝑔𝑚−1 (𝑟, 𝜉, 𝜏) =
∞∑︀
𝑛=0

4∑︀
𝑘=1

(−1)
𝑘 {𝐻 (𝜉 − 𝑟)𝐻 [𝜏 − 𝜏1𝑛𝑘 (𝑟, 𝜉)] 𝑒𝑚−1 [𝜉, 𝜏 − 𝜏1𝑛𝑘 (𝑟, 𝜉)] +

+𝐻 (𝑟 − 𝜉)𝐻 [𝜏 − 𝜏2𝑛𝑘 (𝑟, 𝜉)] 𝑒𝑚−1 [𝜉, 𝜏 − 𝜏2𝑛𝑘 (𝑟, 𝜉)]} ,
(20)

понадобятся значения функции 𝑒𝑚−1 (𝜉, 𝜏) в дискретных точках, сдвинутых во
времени на величины 𝜏1𝑛𝑘 (𝑟, 𝜉) или 𝜏2𝑛𝑘 (𝑟, 𝜉).

Кроме того, для обеспечения быстрого счета желательно обладать наборами
значений 𝑒𝑚−1 [𝜉, 𝜏 − 𝜏𝑗𝑛𝑘 (𝑟, 𝜉)] (𝑗 = 1, 2), организованными в виде векторов той
же размерности, что и E0. Для этого поступим следующим образом. Во-первых,
исходя из структуры слагаемых в (20), само это выражение будет содержать лишь
конечное число слагаемых при любых 𝑟, 𝜉, 𝜏 . Поэтому перепишем (20) следующим
образом:

𝑔𝑚−1 (𝑟, 𝜉, 𝜏) =
4∑︀
𝑘=1

𝑁1𝑘∑︀
𝑛=0

(−1)
𝑘 {𝐻 (𝜉 − 𝑟) 𝑒𝑚−1 [𝜉, 𝜏 − 𝜏1𝑛𝑘 (𝑟, 𝜉)]}+

+
4∑︀
𝑘=1

𝑁2𝑘∑︀
𝑛=0

(−1)
𝑘 {𝐻 (𝑟 − 𝜉) 𝑒𝑚−1 [𝜉, 𝜏 − 𝜏2𝑛𝑘 (𝑟, 𝜉)]}.

(21)

Номера 𝑁𝑗𝑘 здесь определяются из решения неравенств
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sup
𝑟,𝜉∈[1,𝑟1], 𝜏∈[0,𝑇 ]

[𝜏 − 𝜏𝑗𝑛𝑘 (𝑟, 𝜉)] > 0

относительно номера 𝑛.
Например, для 𝑁11 с учетом (12) получаем неравенство

sup
𝑟,𝜉∈[1,𝑟1],𝜏∈[0,𝑇 ]

[𝜏 − 𝜏1𝑛1 (𝑟, 𝜉)] =

= sup
𝑟,𝜉∈[1,𝑟1],𝜏∈[0,𝑇 ]

[𝜏 − 2 (𝑛+ 1)ℎ+ 𝜉 − 𝑟] = 𝑇 − 2𝑛ℎ− ℎ > 0,

из которого получаем, что 𝑁11 = [(𝑇 − ℎ)/(2ℎ)]. Здесь и далее функция [𝑥] озна-
чает целую часть числа 𝑥.

Аналогично находятся остальные числа 𝑁𝑗𝑘:

𝑁𝑗2 =

[︂
𝑇 − 2

2ℎ

]︂
, 𝑁𝑗3 =

[︂
𝑇 + 2

2ℎ

]︂
, 𝑁21 = 𝑁14 =

[︂
𝑇 + ℎ

2ℎ

]︂
, 𝑁24 = 𝑁11 =

[︂
𝑇 − ℎ

2ℎ

]︂
.

Далее формируем восемь вспомогательных трехмерных массивов
T𝑗𝑘

(︀
𝑗 = 1, 2; 𝑘 = 1, 4

)︀
– прямоугольных матриц размерностей 𝑛𝑟×𝑁𝑗𝑘, элементы

которых являются векторами значений 𝜏𝑗𝑛𝑘 (𝑟𝑖, 𝜉) на множестве 𝐴𝜉:

T𝑗𝑘 = (𝜏𝑖𝑛)𝑛𝑟×𝑁𝑗𝑘
, 𝜏𝑖𝑛 = {𝜏𝑗𝑛𝑘 (𝑟𝑖, 𝜉𝑙) : 𝑙 = 1, 2, ..., 𝑛𝜉 + 1} .

Используя эти массивы, организуем восемь трехмерных массивов размерно-
сти 𝑛𝑟 × 𝑁𝑗𝑘 × 𝑛𝜏 , каждый элемент которых является вектором индексов ijnk =(︁
𝑖𝑙𝑗𝑛𝑘

)︁
𝑛𝜉×1

размерности 𝑛𝜉:

𝑖𝑙𝑗𝑛𝑘 = 𝑖− [𝜏𝑗𝑛𝑘 (𝑟𝑖, 𝜉𝑙)/𝛿𝜏 ] , ijnk = i− [𝜏𝑖𝑛/𝛿𝜏 ] , i = {𝑖}𝑛𝜉×1 .

По матрице e𝑚−1 = (𝑒𝑚−1,𝑖𝑞)𝑛𝑟×𝑛𝜏
, 𝑒𝑚−1,𝑖𝑞 = 𝑒𝑚−1 (𝑟𝑖, 𝜏𝑞) для каждой тройки

значений (𝑟𝑖, 𝑛, 𝜏𝑞) формируем вектор ẽ𝑗𝑛𝑘 =
(︁
𝑒𝑙𝑗𝑘𝑛

)︁
𝑛𝜉×1

, элементы которого яв-

ляются элементами матрицы e𝑚−1 с индексами
(︁
𝑙, 𝑖𝑙𝑗𝑛𝑘

)︁
. При этом, если 𝑖𝑙𝑗𝑛𝑘 < 0,

то 𝑒𝑙𝑗𝑘𝑛 = 0. Затем формируем вектор

ê = (𝑒𝑙)𝑛𝜉×1 , 𝑒𝑙 =

4∑︁
𝑘=1

𝑁1𝑘∑︁
𝑛=0

(−1)
𝑘
𝐻 (𝜉𝑙 − 𝑟𝑖) 𝑒𝑙1𝑘𝑛 +

4∑︁
𝑘=1

𝑁2𝑘∑︁
𝑛=0

(−1)
𝑘
𝐻 (𝑟𝑖 − 𝜉𝑙) 𝑒𝑙2𝑘𝑛.

Окончательно для приближенного вычисления интеграла 𝐼2𝑚 используем ме-
тод прямоугольников: 𝐼2𝑚 (𝑟𝑖, 𝜏𝑞) ≈ 𝛿𝜉 (E0, ê).

Г) Вычисление интеграла 𝐼1𝑚 в (17). По указанной выше матрице e𝑚−1 форми-

руем матрицу
⌣
e𝑚−1 =

(︁
⌣
𝑒𝑚−1,𝑖𝑞

)︁
𝑛𝑟×𝑛𝜏

,
⌣
𝑒𝑚−1,𝑖𝑞 = 𝑒𝑚−1,𝑖,𝑛𝜏−𝑞, которая получается

из матрицы e𝑚−1 путем перестановки столбцов: первый столбец становиться по-
следним, второй – предпоследним и т.д.

Затем для каждой пары значений (𝑟𝑖, 𝜏𝑞) формируем две матрицы M𝑖
𝑞 =(︁

𝑀 𝑖
𝑙𝑝

)︁
𝑛𝜉×𝑞

,
⌢
e𝑚−1 =

(︁
⌢
𝑒𝑚−1,𝑙,𝑝

)︁
𝑛𝜉×𝑞

, где M𝑖
𝑞 составлена из первых 𝑞 элементов
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(векторов) строки с номером 𝑖 матрицы M, а
⌢
e𝑚−1 образована из последних 𝑞

столбцов матрицы
⌣
e𝑚−1 с последующим транспонированием. В результате для

сверток по времени используется метод прямоугольников:

I1𝑠 =

𝜏𝑖𝜏∫︁
0

𝐺𝑟 (𝑟, 𝜉, 𝑡) e𝑚−1 (𝜉, 𝜏 − 𝑡) 𝑑𝑡 ≈ 𝛿𝜏diag
(︁
M𝑖

𝑞,
⌢
e𝑚−1

)︁
,

где diag (A) – вектор размерностью 𝑛𝜉 × 1, составленный из диагональных эле-
ментов матрицы A.

Окончательно приходим к следующему равенству: 𝐼1𝑚 (𝑟𝑖, 𝜏𝑞) ≈ 𝛿𝜉 (E0, I1𝑠).
Д) Формирование матриц e𝑚 и u𝑚. После вычисления интегралов

𝐼1𝑚 (𝑟𝑖, 𝜏𝑞) , 𝐼2𝑚 (𝑟𝑖, 𝜏𝑞) на множестве 𝐴𝑟 × 𝐴𝜏 с помощью формулы (17)
формируем матрицу (u𝑚)𝑛𝑟×𝑛𝜏

. С этой целью сначала строим вектор
𝜌e0 = (𝜌𝑒0,𝑖)𝑛𝑟×1 , 𝜌𝑒0,𝑖 = 𝜌𝑒0 (𝑟𝑖).

Для вычисления свертки в (16) организовываем вектор e𝛾 = (𝑒𝛾,𝑝)𝑞×1 , 𝑒𝛾,𝑝 =

−𝛾𝑒−𝛾(𝑞−𝑝)𝛿𝜏 и методом прямоугольников при каждом значении 𝜏𝑞 численно нахо-
дим свертку сразу для всех значений 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛𝑟 + 1:

−𝛾𝑢𝑚 (r, 𝜏𝑞) * 𝑒−𝛾𝜏𝑞 ≈ 𝛿𝜏 (u𝑚, e𝛾) .

Проходя все значения 𝜏𝑞, формируем массив (us𝑚)𝑛𝑟×𝑛𝜏
, аппроксимирующий

функцию −𝛾𝑢𝑚 (𝑟, 𝜏) * 𝑒−𝛾𝜏 на множестве 𝐴𝑟 ×𝐴𝜏 .
Затем формируем матрицу e𝑚 следующим образом. Каждая ее строка явля-

ется произведением строки матрицы u𝑚 + us𝑚 на элемент вектора 𝜌e0, взятый с
обратным знаком и с номером, равным номеру строки.

4. Примеры расчетов

Аналогично [6] рассмотрим алюминиевую сферу с внутренним радиусом 𝑟0 =
1м и внешним радиусом 𝑟1 = 2м при 𝐸* = 1 в/м, что соответствует следующим
безразмерным параметрам: 𝛼 = 0, 5 ; 𝛾 = 0,566.

Начальные характеристики электромагнитного поля и возмущение на внутрен-
ней поверхности принимаются таковыми:

𝜌𝑒0 (𝑟) =
2√
𝑟
, 𝐸0 =

√
𝑟, 𝑈0 (𝜏) = 𝐻 (𝜏)

что соответствует изображению 𝑈𝐿0 (𝑠) = 𝑠−1. Граница временного интервала 𝑇
принималась равной 5. Число шагов по пространственной переменной и по време-
ни выбиралось так: 𝑛𝑟 = 𝑛𝜉 = 25, 𝑛𝜏 = 50

На Рис. 1 представлены зависимости регулярной части ядра 𝐺𝑟 (𝑟, 𝜉, 𝜏) от вре-
мени при различных значениях переменных 𝑟, 𝜉 Сплошная кривая соответствует
значениям 𝑟 = 1.5, 𝜉 = 2; штриховая - 𝑟 = 1.2, 𝜉 = 1.8; штрихпунктирная -
𝑟 = 1.5, 𝜉 = 1.7

На рис 2 изображены зависимости этой функции от переменной 𝜉 при раз-
личных значениях переменных 𝑟, 𝜏 Сплошная кривая соответствует значениям
𝑟 = 1.5, 𝜏 = 1; штриховая - 𝑟 = 1.5, 𝜏 = 2; штрихпунктирная - 𝑟 = 1.5, 𝜏 = 3.
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Рис. 1: Зависимость 𝐺𝑟 от времени

Рис. 2: Зависимость 𝐺𝑟 от переменно 𝜉
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На Рис. 3 и 4 представлены распределения перемещений и напряженности элек-
трического поля по координате 𝑟 в различные моменты времени. Сплошные кри-
вые соответствуют учету шести первых членов ряда разложений (6), а штриховые
– нулевым членам 𝑢0 (𝑟, 𝜏) и 𝑒0 (𝑟, 𝜏).

Отметим, что результаты, полученные с учетом только нулевых членов рядов,
соответствуют несвязанной задаче электромагнитоупругости. При этом на Рис. 3
в момент времени 𝜏 = 0.7 наблюдается следующий эффект: в случае несвязанной
задачи перемещения перед фронтом волны, находящимся в этот момент в точке
𝑟 = 1.7 отсутствуют, в то время как в случае связанной задачи они не равны нулю.
Это объясняется индуцированием их электромагнитным полем. Кроме того сле-
дует отметить существенное количественное различие результатов для связанной
и несвязанной задач.

Рис. 3: Распределение перемещений по координате 𝑟

Рис. 4: Распределение напряженности электрического поля по координате 𝑟

На рисунках 5 и 6 представлены зависимости перемещений и напряженности
электрического поля от времени в точке с координатой 𝑟 = 1.5. Здесь сплошные и



ИССЛЕДОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ РАДИАЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ... 61

штриховые линии имеют тот же смысл, что и на предыдущих двух рисунках.

Рис. 5: Зависимости перемещений от времени (связанная и несвязанная задачи)

Рис. 6: Зависимости напряженности электрического поля от времени (связан-
ная и несвязанная задачи)

Сходимость рядов разложений (6) проиллюстрирована на рисунках 7 и 8. Здесь
изображены распределения перемещений и напряженности электрического поля
по координате 𝑟 в момент времени 𝜏 = 3.5. Кривые с номером 0 соответствуют
учету только нулевых членов рядов (6), с номером 1 – нулевых и первых членов,
а с номером 2 – нулевых, первых и вторых членов и т.д. Видно, что кривые,
построенные при учете пяти и шести членов рядов практически не отличаются.

Заключение

Таким образом, продемонстрирована эффективность построенного модифици-
рованного алгоритма численного обращения преобразования Лапласа для реше-
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ния нестационарных задач даже в случае наличия в решении разрывов первого
рода. Наибольшее преимущество по сравнению с аналитическими методами такой
подход может дать при решении соответствующих многомерных задач.

Рис. 7: Распределение перемещений по координате 𝑟 (анализ сходимости)

Рис. 8: Распределение напряженности электрического поля по координате 𝑟 (ана-
лиз сходимости)
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The problem of the non-stationary radial vibrations of the
electromagnetoelastic sphere is considered. It is supposed that the
electromagnetic field in the medium is initiated mechanical field by means
of the generalized Ohm’s law. To solve the problem, the decomposition
in power series of the unknown quantities in accordance with the small
parameter which connects the mechanical and electric weeding is used.
It is shown that coefficients of ranks in space of the Laplace transform
are represented in the form of convolutions with kernels of a special
form. Moreover, their originals have singular features. For overcoming
the difficulties when finding originals, the analytical approach and the
modified algorithm of the numerical inversion of the Laplace transform,
which uses a formula of the fast Fourier transform, is offered. The results
of the calculations are given for both non-coupled and coupled problems.

Keywords: non-stationary electromagnetoelasticity, inversion of Laplace
transform, thick-walled sphere, method of small parameter.
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