
������������� �����
 ��8��������

	
� E<> FED

M88�������� �������B�� ���@�����
C
<	����������
C 8����� � <	����������
�

� ���8������ ���������

���� �:4"=��
��7���� ��7��2�����

��������	 
 ��
	���� �9��������� ����� �����	����� ����������

����� ?�&� +���6���# /�� �&. ���72����� ��2����� �2��� 2���� ��&8
&�+� � +��.��� � ������ ��?��� 2� ��2���������2# /�� � �.�� �&�/���
�&. ���72����� ��2����� ��62�1�� L77�������. �����&.$�. 7��8
2�& 

MN RSQyX[WT RURQST XO VUT QTOU\YXTPQ_ XN OPQ sQ^QN[y USXOP^QOXG OPQSQ XT OPQ
G[YYURTQ SQTWYO tQSQ VQ RS[yQ OPXT SQTWYO GUN \Q Q`QGOXyQ XN ^UNZ GUTQT 

��'(��)�  ���"* ���72����� ��2�����# ��&&�+� � +��.��� 
+,-./012* sQ^QN[y USXOP^QOXG# G[YYURTQ SQTWYO 

3� ���4�$%�

k���/�# ������. ��9����. � ������ ��?���# +���������� �6 ������ ?�6 �����0
!,
" ,
 � ����/��. ������+����( ����/��0 ��?&�$ ��?&�$� 2�1�� �/����(
����/��2� ����9���.2�# ��6����. ������0 �?��6�j� ����/��j ��������� Ξ# �
L&�2���� ��?&�$ ?�����. �6 ������8&�?� 7������������� 2��1����� A ;��. ��8
&�/����� ��?&�$ � ��&�/����� L&�2����� � ��1��� �6 ��0 ����/��# �� L�� ��8
&�/����� +����$��&(�� ��������/����# +�L��2� A �&����� �/����( ?������/��2 
����2 �?��6�2# ,
 2�1�� �/����( �&��?���/����� �����2�� D ��������� Ξ# ����8
��&( ������� � ����/��� +��2��1����� A 'j?�. ��7��2�$�. ���&(�� 0�����(�.
� ��������2 +��.���# +�L��2� ������ 2�1�� �/����(# /�� �� D ���2� ����9����
,
 ���( &������� +��.��� 
&. �6�&�/���. ��7��2�$�� �6 ,
# ��� +����&�#
��+�&(6�j��. .6��� +������ +��.��� � +������9�2 �&�/�� 
������ .�&.j��.
6�2�����2� 7��2�&�2� +������ +��.���# ������� 2� � ?���2 ����2�������( 
;���9� �6������# /�� �� ��.��� �������� �&��?���/����0 �����2 2�1�� ?��( 6�8
+����� ����2� 7��2�&�2� ��+��2��# ��&� ��������� ,
 �����1�� ��&(�� ����
����2������ +���������� ��2��& P # �� ����62�1�� 6�+����( � L��� ���������
7��2�&� +������ +��.���# ����&.j-�j � ��/����� �� ,
# � ������0 ��&�/�����
L&�2����� P .�&.���. /����2 

���� �6 +����# ������� +�2�� ?� +�����&��( L�� ������/����# ������� � �&���8
j-�2 �?�/�� ��� 2��1�����2 A# L&�2���� �������� ��+�&(6�j��. �&. +������8
��. D# �+����&��� �����8&�?� ����������� ����9���.# �?��6�j-�� ��������� Σ 
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��+��2��# ��&� A = ω# �� ��� ω � ��/����� ����0 ����9���� 2�1�� ��+�&(6����(
�+���$�� �&�1���. � �2��1���. ����2 �?��6�2# L&�2����# ������&.j-�� D# .�8
&.j��. L&�2����2� ����� �&��?���/����� �����2� A ��������� Σ * 4 ������/
+���6�&# /�� +�� ��+�&(6������ ����9���. +��.��� ���&�/���� ����6���&(���
��62�1����� ���������&(�� +����0���� ��62�1��# /�� ��&� � .6��� ��+�&(6�8
���( �� ��&(�� ����9���. �6 Ξ � +��.���# �� � ������ ����9���. �6 Σ !7��2�&�
� ��������� Σ∪Ξ ��6���j��. ���&��������"# �� ����� 2�1�� ?���� 6�+����( ��8
���8�� ��������# ������� ��&(6. 6�+����( 7��2�&�2� � ��������� (�,Ξ) !�� ���(#
<2������+������ 4���$����" ��6�2����.# ��/( ��&1�� ���� �� � ��.6� ����9�8
��� �6 Ξ � Σ# � ��&(�� � ��������0 ����9���� �6 Ξ ,�&�� ��/��# 2� 0���2 /��?�
6��/���� 7��2�&� �� 2��.&��( +�� +���6��&(��0 �6�2��7�62�0 D ������ A#
��0���.j-�0 +��.��� ����� 7��2�&� ��6���j��. <2������������� 

���2� ����# ���&(��� .6��� 6�+�����# ��+��2��# s�d# ��?���j� ��&(�� � ��2
������� 6�+����2�# �� ���( ����2�# ��� ��� �������� ������/��� �������) �72
����	1 ,
 �������. �?&���( � 2��1����� L&�2�����# �0��.-�0 � �����8&�?�
����9���� ,
 

��� �6������# !�2 # ��+��2��# lI# C# =# <<# <m" �&. 2����0 ��6��9�2�0 ���8
��� �2��� 2���� �������� �������� � ���
��$A �&. &j?�� 2���&� A ����� ������
&j?�. <8�����������. � ��� 7��2�&� L�����&����� ��������� <8������/����� 
�� ��+�&(6��2�� �&. ����6���&(���� 2���� �� +�6��&.�� +�&�/��( 644�������)
�������� ������
5�� � /�����2 �&�/�� �+��.��/����0 �?�&���0 ���++ 6���/�
��9��� � l<>m � ��.6� � L��2 � ��?��� lCm +�����&��� 6���/� ��6��?���� ������
2����� �&. ��6��9�2�0 ������ 

� ��?���0 lD# Bm ?�& +���&�1�� 2����# +�6��&.j-�� ����6����( ��-����������
�&�����2� �����&.$�� <8�����������0 7��2�& � ��������<8������/����� � lDm
+���6���# /�� L77�������. �����&.$�. ��62�1�� �&. ���72����� ����?������#
������ ��-�������� 6�2�����0 +�&�� �# ���?-�# �&. 9������� ����� ���6�8�8
2���2�&(��0 ������ 

� �����.-�� ��?��� 2� +���6����2 ��62�1����( L77�������� �����&.$��
�&. ���72����� ��2����� � �.�� �&�/�� 

�� �����2 +������7� 2� ���2 �������� �+����&���. � ����(�2 � /�������2 �
+���6����2# ��� +�&�/����� � lD# Bm ��6�&(���� 2�1�� +��2����( � ���72�����
��2����� 
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�&���j-�� �+����&���. ������� � ' ��2�����2 � ��?���0 lE# Fm 
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 4$��5�
 f �� ���G����� ���$���	2
��" +���� ��
������
 ���&��������� �� �&�1����2� ���� ��� $���������
�� ���2
�$1��� $�����
�3

<" ��
 �17��� ���$���	���� n 
��+���� f(x) �������+�� �� ���$�1 n ��
 ���" x�
��+���
 � ����������I

D" ��
 ��
��) ��������+����) ����+��) �$���

S(x) =
∑

i

aif(x+ bi) !<"
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�$�����$�� ����� s′S ∈ ω� +�� ��7� S(x + s′S) > f(x) ��
 ���" x ∈ ω� ��7�
S(x+ s′S) < −f(x) ��
 ���" x ∈ ωI
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 L77������� ���&��������� �� �&�1����2� ���� ������ �
�$���� <" 644������� ��"�����
 �� n� �� �$��� !<" ��G�� 644������� ����2
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� �� ��������� s′S
644������� ��"�����
 �� S�

�?���-���� ���72����� ����?������

LSF = (ω, 0, 1, <,+, f),

� ������2 7���$�. f ���&������� �� �&�1����2# +���&�1��� � ' ��2�����2 �
lE# Fm ��2 1� +���6���# /�� �&. �&�/�. L77�������� ���&����������� ����� �?�8
��-���. ��6��9�2� 

� lFm +���6���# /�� ��&� 7���$�. f .�&.���. ���&��������� �� �&�1����2 � ��
�+����&�2� � +�2�-(j �&�1���.# �� �&. ��.���� c ∈ ω ��-������� sc ∈ ω �����#
/�� �&. ���0 x ∈ ω

f(x+ sc) � cf(x) + cx, !D"

������ �&�����# /�� f ������ �� 2��&�����# /�2 +���6���&(��. 7���$�. � /���8
�����# ��-������� ����� s2 ∈ ω# /��

f(x+ s2) � 2f(x). !@"


6 ��9����6������ �&�����# /�� �&. ��.��� ��������/����� ��22� S(x) ���� !<"
��-������� ��������� sS ∈ ω ����.# /�� �&. ���0 x ��+�&����

f(x− sS) � |S(x)| � f(x+ sS). !B"

��&� 7���$�. ���&������� �� �&�1����2 L77�������# �� ��� ���6����� �������8
��A sc# s2 � sS # 2�1�� L77������� ����� 

� ������ �����2� LSF �+����&�2� �?�����. � f 7���$�.A

f−1(x) = y ⇐⇒ (f(0) � x ∧ y = 0) ∨ (f(y) � x ∧ ∀z(f(z) � x→ z � y)).

k���( 2� �&. ���?���� +�&����2# /�� ��&� f(0) = n# �� f−1(x) = 0 +�� x � n 
���.��� �����2���� ������� � l=m 

�6��4���$%� 5 !,�&����# ,�������"� J���$�� ϕ(x̄, ȳ) ��
������
 �����2�� ��
���G����� I � ����7���+����) ������� A� ���� �$�����$�� ���
�����
 4���$��
ψ(w̄, ȳ) ����
� +��

A |= (∀x̄)(∃w̄ ∈ I)(∀ȳ ∈ I)(ϕ(x̄, ȳ) ↔ ψ(w̄, ȳ)).

� ��?���0 lD# Bm +�&�/��� ��������# ������� +�6��&.j� �����1���( ��-�����8
����. L77��������� �+���?� �����&.$�� ���9������0 <8�����������0 7��2�&
� <8������/����� 
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�6��4���$%� 7� #$��	 A K ����7���+����
 ������� ������$�� Σ� �����&.$�8
����2 2��1�����2 � A ��
������
 ��+�� ����
��+���
 ������������	����	 I�
��� ������) ���$������� � ��� 6��� �17�
 4���$�� ������$�� Σ 644�������
������� �� I ��
 �������+�� 7��	&�" 6�������� �
 I�

�������� ��6�&(���# +�&�/����� � lDmA

�����9" 3� #$��	 T K �����
 ��
��&���
 �����
� ���� � ��������) ����2
�� T �$�����$�� ������
5������ ���G������ �� �� ��G��) <2�����������)
���&������) 4���$�� ��G�� 7��	 644������� ��������� 6�����������
 ��2
�����
 <2������+����
 4���$���

7� � $��$"; =�$ !�:=E%;

)� ?���2 ����2�������( +���6��&(��j L77������� ���&��������j �� �&�1�8
���2 7���$�j f  � ��&(���9�2 2� �/����2# /�� ����. 7���$�. 6�7���������� 


&. 7���$�� f # 2� 2�1�2 �+����&��( ���+��7���$�j� F # ��+��2��# �&���8
j-�2 �?��6�2A

F (x) = a; F (x+ 1) = f(F (x)),

��� a � +����� /��&�# �&. �������� f(a) > a ��� ��� f ������ ��6�������# �� � F
��1� ?���� ������ ��6������( 

�+����&�2 2��1����� I �&���j-�2 �?��6�2A

I = {F (x!) : x ∈ ω}.
� ��&(���9�0 +��������.0 2� ?���2 /���� ��+�&(6����( ���2� ����� +���8

2����� �&���j-��� ����A

t(x) = αx+
∑

i

βif(f−ki(x) + ai) +
∑

i

γif
−k′

i(x). !E"

k���( ki � 0 � f−1 � �?�����. � f 7���$�.# f0(x) = x �

f−k(x) = f−1(f−1(. . . f−1(︸ ︷︷ ︸
k ���

x) . . . )).

��99" 3� �$�����$�� 7������+��� ������G����� I ′ ⊆ I ������ +�� ��
 �17���
����� t(x) ���� !E" ��� x ∈ I ′ ��
 �17��� ���$���	���� p 
��+���� t(x) 
��
���

���������) �� ���$�1 p� ��+���
 � ���������� x�

*���
����	����� �/������# /�� ��� �������. � �+����&���j �������� �� ��&���.
/���& ���� f(f−k(x) + a) � � ��&� +������/����� f +� ���2 2���&.2# �������/��
������/��(�. ����2�������2 �������� f−k(x) 

5���# /�� +� 2���&j 1 ��� /��&� .�&.j��. ���������2� ����( +�������� ?����8
��/��� 2��1����� Im ⊆ I �����# /�� ��� f−k(x) .�&.j��. ���������2� +� 2���&.2
1, . . . ,m �&. �������/�� ?�&(9�0 x ∈ Im ����( I0

m = Im ����( Ii+1
m ⊆ Ii

m � ?��8
����/��� 2��1�����# �&. �������� f−i(x) .�&.���. ���������� +� 2���&j m + 1 
����� � ��/����� Im+1 ?���2 2��1����� 2���2�&(��0 L&�2����� 2��1���� Ii

mA

Im+1 = {xii
m : i ∈ ω},
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��� xij
m �6��/��� j8�� +� ��&�/��� L&�2��� 2��1����� Ii

m 
� ��/����� I ′ 2�1�� ����2�����( 2��1�����A

I ′ = {imm : m ∈ ω},
��� � +�2�-(j inm �?�6��/�� n8�� +� ��&�/��� L&�2��� 2��1����� Im

B 
���6���&(���� �������0 ��6�&(�����


���1�2 �&����� �&. ��� �����1����� � ���2�0 ���� !E" 

��99" 5� *�
 ��
���� ��������+������ ����� t(x) ���� !E" �$�����$�� ���$2
���	��� +���� kt� �$�����$�� ��������� bt� � ��
 ���" x ∈ I� ��+���
 � ������2
����� ���������

f−kt(x) − bt � f−1(|t(x)|) � f−kt(x) + bt.

#�� 6��� kt � bt ���$� 7��	 644������� ��)���� �� t�

*���
����	����� 
&. ���?���� ?���2 +�&����( t(x) +�&�1���&(��2 �������+�8
&�1��� �&�/�� +�&�/����. 6�2���� t(x) �� −t(x) 

���1�� ����� ��2���2# /�� ��&� x ∈ I# �� f(f−k(x)) = f−k+1(x)# +�L��2� �&���8
�2�� +������ � ����(��� ���� � ���2�0 !E" ����� 6�2���� 2�1�� ���&j/��( !�&.
�������/�� ?�&(9�0 x" � �/����(# /�� ���2 t(x) �2��� ���

t(x) =
∑

i

βif(f−ki(x) + ai).

,���2 ���1� �/����(# /�� ���2 t �� �����1�� +���?��0 /&���� � ��� ��L77�8
$����� βi �� ����� ��&j 

����2����2 sl(x) � +����22� t ����

sl(x) =
∑
ki=l

βif(f−ki(x) + ai).

����� +�&�/�2# /��
t(x) =

∑
l

sl(x).

���&���� �+����&���j ���&��������� �� �&�1����2 7���$��# �&� sl .�&.���.
������/����� +� 2���&j !+���( � L��2 �&�/�� Msl

� ������/���j-�. ���������"#
�&� !����������� !B"" ��-������� ��������� ssl

� �&. &j?��� x ��+�&����

f(f−ki(x) − ssl
) � sl(x) � f(f−ki(x) + ssl

)

�&. +�&�1���&(��0 ��22 sl �&�

f(f−ki(x) − ssl
) � −sl(x) � f(f−ki(x) + ssl

)

�&. ����$���&(��0 
��&� ��� ��22� sl ���6���j��. ������/����2�# �� ��2 ���2 t(x) ��1� ����8

��/��# /�� +��������/�� ��&���j �&�������&(��# 0��. ?� ���� �6 ��22 sl(x) ��



=> ���� �������

������/��� ����( kt ����.���. 2���2�&(��2� �6 l# �&. �������� sl(x) �� ������8
/��� 

	/�����.# /�� 7���$�. f(x) ������ �� 2��&����� ��������� L��+������ !����8
������� !D""# +�� l > kt ��+�&���� f−l(x) � log f−kt(x) ��L��2�# ��/���. � ����8
������ x# ?���2 �2��(∑

l>kt

f(f−l(x) ± ssl
) ±

∑
l

Msl
� 1

2
f(f−kt(x) − sskt

) � 1
2
f(f−kt(x) + sskt

).


&. ���?���� �/����2# /�� ��22� skt(x) +�&�1���&(�� 
&. ����$���&(��0 ���
?���� ���&���/�� ����� +�&�/��2 �$���� t(x) ����0�A

t(x) =
∑

l

sl(x) = skt(x) +
∑
l>kt

sl(x) �

� f(f−kt(x) + sskt
) +

∑
l>kt

f(f−l(x) + ssl
) +

∑
l

Ml �

� 3
2
f(f−kt(x) + sskt

).

����. 1� �$���� ���6�A

t(x) � f(f−kt(x) − sskt
) −

∑
l>kt

f(f−l(x) + ssl
) −

∑
l

Ml �

� 1
2
f(f−kt(x) − sskt

).

����� �/�����.# /�� f ������ �� 2��&����� L��+������# +�&�/��2

f−1

(
1
2
f(f−kt(x) − sskt

)
)

� f−kt(x) − sskt
− c

�

f−1

(
3
2
f(f−kt(x) + sskt

)
)

� f−kt(x) + sskt
+ c

�&. ��������� ��������� c ����� bt = sskt
+ c 

���4 !�%� 3� ���� t1(x) � t2(x) K ��� ��������+����" ����� ���� !E"� x1, x2 ∈ I
� x1 < x2� �� t1(x1) < t2(x2)� ��+���
 � ���������� x1�

*���
����	�����

t1(x1) � f(f−1(t1(x1)) + 1) �
� f(f−kt1 (x1) + bt1 + 1) � f(x1 + bt1 + 1) < f(f−kt2 (x2) − bt2) �

� f(f−1(t2(x2))) � t2(x2),

��&�
x1 + bt1 + 1 + bt2 < f−kt2 (x2),

/��# �/������# ��+�&���� �&. �������/�� ?�&(9�0 x1 � x2 �6 I 
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��99" 7� I ′ �
 ����� / K ������
5������ ���G����� � ������� LSF � ���� ���
��� ���$�������

*���
����	����� ,���2 �/����(# /�� x̄ � +���2�����# +����2�j-�� 6��/���. �6
I ′# � ȳ � +���6��&(��� +���2����� ��+�2��2 !�2 lF# <m"# /�� ��1��. 7��2�&� �
�����2� LSF L�����&����� L�6�����$��&(��� 7��2�&�

(∃ū)ψ(ū, x̄, ȳ), !F"

2����$� ψ(ū, x̄, ȳ) ������� ������&.j� +�������� ��&�2���� � ��������. ��6��8
&����0 !�2 l<m" ���2��# �� ���( ����������� ����∑

j

(ajf(ukj + dj) + bjukj )︸ ︷︷ ︸
(∗)

−
∑

i

ti(xi) − r(ȳ) � 0. !="

k���( ���2� ti(xi) ?���� �2��( ��� �6��9����� ��22� �&����2�0 f(xi) � xi# ��
���( �2��( ��� !E" ���2 r(ȳ) 2�1�� �2��( ����� ������ ���# �&. ��� L�� �� ��18
�� ���2� ����� �+����&����0 �+���$�� 2� � r ?���2 ��+�����( �+���$�j [v]I′ #
�6��/�j-�j ���?�&(9�� L&�2��� I ′# �� +�����0��.-�� v )� +���1�2# � �����
�������# ��� �+����&��( ���������( 7��2�&� �� ?�&(9�0 x̄# ����� ȳ � 7��2�&�
��� !� � /�� 2��1����� I ′ .�&.���. +�/�� ����6&�/�2�2 ������������ ��+�" �
������ �������# +����2���������2# /�� 7��2�&� .�&.���. �����2�� +�� �����8
��/�� ?�&(9�0 x 

)� ���&��2 L�� � ��� L��+� ���/�&� 2� ���&�2 ��������# +�&�/�� 7��2�&�
���� ∑

i

ti(xi) − r(ȳ) � 0,

� 6���2 +���1�2# ��� �+����&��( �� ���������( �&. �������/�� ?�&(9�0 x ∈ I# �
����1�2 �� �����2���( 

,�6 ������/���. �?-����� 2� 2�1�2 �/����(# /�� ū � x̄ �+��.��/��� +� �?�8
����j 

��&� ���2 ti ������/�� +� 2���&j# �� ��� 2�1�� ���&j/��( �6 ���������� �
+�2�-(j +���������� �2���� ���� �����62�1��0 6��/���� � �?K��������2 +�&�8
/��2�0 7��2�& � +�2�-� ��6Kj��$�� 

� ��&(���9�2 ?���2 �/����(# /�� ��� ���2� ti(xi) ��������/��� ���&����
�&������j <# 2� 2�1�2 �&. &j?��� m ����� ��������� Mm ����j# /�� ��&� ���
xi > Mm# ��

m

∣∣∣∣∣∑
i>1

ti(xi)

∣∣∣∣∣ < t1(x1).

��6(2�2 m = 8 ����� �&. xi > Mm +�&�/�2

7
8
t1(x1) �

∑
i

ti(xi) � 9
8
t1(x1). !C"


�&(���9�� �����1����. ?���� �0���� � ����6���&(����2 �����2� @ �6 l<m 
��&� �&. ���������� uk ���2� ���� f(uk + d) �� �����/����. � ψ# �� L&�2���$�.
�������� +���6������. ��� � ���72����� ����?������ 



=D ���� �������

��+�2��2# /�� u1 > u2 > · · · > um ��6�?(�2 ��22� !∗" �� ��� /����A S(u1)
�����1�� ��� �&����2�� ���� ajf(u1 +dj)# s(ū) � ��� ����&(��� ��&� ��22� S(u1)
������/��� +� 2���&j# �� ��� 6�2��.���. ���������2� � +��&���j-�2 �?K�����8
���2 +�&�/����0 7��2�& � +�2�-(j ��6Kj��$�� 

��&� S(u1) ��������/���# �� ?���2 �/����(# /�� ��� +�&�1���&(�� ����� ��8
-�����j� ��������� sS � s∗ �����# /��

f(u1 − sS) � S(u1) � f(u1 + sS) !I"

� f(u1 − sS) > 4|s(ū)| +�� u1 > u2 + s∗ ��� u2 < u1 � u2 + s∗ ������� +� u1

���&.���. ��� 1� +����������� � ��6Kj��$��� ��� u1 > u2 + s∗ +�&�/��2

|s(ū)| < 1
4
f(u1 − sS) � 1

4
S(u1).


&. x1 ��62�1�� ��� �����$��A

x1 � fkt1 (f−1(8|r(ȳ)|) + bt1 + 1),

x1 � fkt1

(
f−1

(
1
8
|r(ȳ)|

)
− bt1 − 1

)
�&�

fkt1

(
f−1

(
1
8
|r(ȳ)|

)
− bt1 − 1

)
� x1 � fkt1 (f−1(8|r(ȳ)|) + bt1 + 1).

����2����2 +� �/����� ��� ��� �&�/�. 

<" ��&(6�.�( &�22�� D# +�&�/��2

|t1(x1)| � f(f−1(|t1(x1)|)) � f(f−kt1 (x1) − bt1) �
� f(f−1(8|r(ȳ)|) + 1) � 8|r(ȳ)|.

��&� |t1(x1)| � 8|r(ȳ)|# ��# �/�����. !C"#

3
4
t1(x1) �

∑
i

ti(xi) + r(ȳ) � 5
4
t1(x1).

���
u1 + sS + s2 < f−kt1 (x1) − bt1 � f−1(t1(x1))

+�&�/��2# +�&(6�.�( !@" � !I"A

S(u1) + s(ū) � 5
4
S(u1) � 5

4
f(u1 + sS) =

5
8
× 2f(u1 + sS + s2 − s2) �

� 5
8
f(u1 + sS + s2) <

5
8
f(f−1(t1(x1))) � 5

6
× 3

4
t1(x1) �

� 5
6

(∑
i

ti(xi) + r(ȳ)

)
,

�� ���( ����������� !=" &�1�� 
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��&� 1�
u1 − sS − s2 > f−kt1 (x1) + bt1 + 1 � f−1(t1(x1)) + 1,

���&���/�� +�&�/��2A

S(u1) + s(ū) � 3
4
S(u1) � 3

4
f(u1 − sS) � 3

4
× 2f(u1 − sS − s2) �

� 3
2
f(f−1(t1(x1)) + 1) � 6

5
× 5

4
t1(x1) �

� 6
5

(∑
i

ti(xi) + r(ȳ)

)
,

�� ���( !=" ������� 

���
f−kt1 (x1) − bt1 − sS − s2 � u1 � f−kt1 (x1) + bt1 + sS + s2 + 1

+���2����j u1 2�1�� 6�2����( ���2�2� ���� f−kt1 (x1)+f � �6.�( ��6Kj��$�j
+�&�/��2�0 7��2�& k�2���2 ��&(��# /�� ����( ��6����j-�� ���2� �� x1

?���� �2��( ���?��2�� ��� 

D" ��&(6�.�( &�22�� D# +�&�/��2

|t1(x1)| � f(f−1(|t1(x1)|) + 1) � f(f−kt1 (x1) + bt1 + 1) �

� f

(
f−1

(
1
8
|r(ȳ)|

))
� 1

8
|r(ȳ)|.

�� ��&� 8|t1(x1)| � |r(ȳ)|# ��

7
8
t1(x1) + r(ȳ) �

∑
i

ti(xi) + r(ȳ) � 9
8
t1(x1) + r(ȳ)

�
3
4
r(ȳ) �

∑
i

ti(xi) + r(ȳ) � 5
4
r(ȳ).

����2���������. ���&���/�� �&�/�j <# �� �2���� f−1(t1(x1)) ?���2 f−1(r(ȳ)) 
k�?����(�. � ��1��2 ���� ����0 ���2�� 6���( ��� ���?0���2���� 

@" 
2��2

fkt1

(
f−1

(
1
8
|r(ȳ)|

)
− bt1 − 1

)
� x1 � fkt1 (f−1(8|r(ȳ)|) + bt1 + 1).

	/�����.# /�� �&. �������/�� ?�&(9�0 6��/���� r(ȳ) 2�1�� ��-��������( ��
?�&�� ������ L&�2���� I# ����&�����.j-��� L��2� �����������# +�&�/�2# /��
&�?� x1 ����.���. ����2� �6 ����/���� 2��1����� 6��/���� !+�� 2�&�0 r(ȳ)"#
&�?� x1 �����

[fkt1 (f−1(8r(ȳ)) + bt1 + 1)]I′ .

k�2��.. x1 �� ���6����� 6��/���. 2� �6?���2�. �� x1 � 7��2�&� +�� ������8
��2� 



=B ���� �������

����2 �?��6�2# 2�1�� ���&��( ��� �������� �6 7��2�&� !F" � ��6�&(����
��������. ����������� ���� ∑

i

ti(xi) + r(ȳ) � 0

� +�������� ��&�2���� ���� Qj(tk(xk)) � Qj(r(ȳ)) 

���6���&(���� +�/�� ����6&�/�2���� � ������������� ��+� I ′ !L�� �&�/��#

����� r(ȳ) = const" &���� +�&�/����. �6 �&������. < � &�22� < 

&. ����6���&(���� �����2���� ����� ����2�������2 ���6����� ��� �&�/�. �

��+������2 .���� ����������� �&. ��1���� xi 

�����9" 5� ���� �����4$��5�
 F �������+�� �� �17��$ ���$�1 ��
 �������+2
�� 7��	&�" ���$������ � 6�� ������� ���$� 7��	 644������� ��)����� ��
�$�����$�� ��������� ������) �� �17�) <2�����������) � ������� LSF ���2
&������) 4���$�� ������ 6����������$1 �) ������$1 <2������+���$1 4���$2
�$�

*���
����	����� �&����� �6 &�22� � �����2� < � ��/����� I ′ � L��2 �&�/��
2�1�� �6.�( ��2� I 

���4 !�%� 5� %44�������
 ������
5�
 <2�����������" ���&������" 4���$�
� <2������+����) ��
��G�� ��� �7�������� ���4������ #���7$����� 6�������2
��) ��� 4�����������

*���
����	����� � �&�/�� 7�������&� +������/����( ��+��7���$�� ������&(8
��# ��� �� 6��/���. ?���� ����� ��&j +� ���2 2���&.2 �&. �������/�� ?�&(9�0
����2����� 


&. L��+������ ���&���/��� �����1����� ����6��� � l@m 

,�&�� �&�1��� ����6���&(���� �&. ���72����� ��2����� !+� ��������j �
���72������ ����?������ � ���72������ ���������&(��0 /���&# �2 lDm" +�&�8
/����.# � /��������# �686� ����# /�� ���72����� ��2����� �� .�&.���. ���6�8�8
2���2�&(��� ������� 

�����9" 7� �����
 ������ LSF �� 
��
���
 ���
�2�2�������	��)�

*���
����	����� ����2����2 7��2�&�

x− f(f−1(x)) = y.


&. ��1���� y ����&.���. 2��1�����

Yy = {f(z) + y : z ∈ ω, f(z + 1) − f(z) > y}.

� �?-�2 �&�/�� ��� �� 2�1�� ?��( +�������&��� � ���� ?�&���� ��2?���$�� ��8
�����&�� � 7�����������0 !�� 6����.-�0 �� y" +��2��1���� ω 
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l<m 
������ � ) �����&.$������ ��6�&(��� �&. ���9������ ���72����� ����8
?������ ����2������ 7���$���# ���&��������� �� �&�1����2 �� )���2 6�2��8
��# �=F!@"# D>>B# � @FDn@=< 

lDm 
������ � ) 
������/��� ��&���. L77�������� �����&.$�� &���&(�� ����8
��/����0 6�+����� �� :����2����&(��. � +���&����. 2���2����� !+���.��
� +�?&���$�� � D>>F � "

l@m 
������ � ) �����&.$�����. �����2� � ����2����� ��������� �� �������
���	# ����. �����&����. 2���2������# �B!D<"# D>>F � En@E 

lBm 
������ � ) # ���$&�� ) � �����&.$������ ��6�&(���� �&. .6���� 6�+��8
��� � ������ ?�6 �����0 �� 	�+�0� 2���2���/����0 ����# �F<AD!@FC"# D>>F 
� DnFE 

lEm ��2���� � ' � ��������0 ���9�����.0 ���72����� �&�1���. ������&(��0
/���& �� 
6� �� ����# B@!E"# <I=I � <<=En<<IE 

lFm ��2���� � ' '���/����� ������ ����2�����0 7���$�� �� ������&(��2 �.�� 
�� 
6� �� ����# B=!@"# <IC@ � FD@nFEC 

l=m pUY_VXN w # pQNQ_X~O b sOU\XYXOZ OPQ[SZ# RQS^WOUOX[NT [] XN_XTGQSNX\YQT# UN_
Q^\Q__Q_ iNXOQ ^[_QYT �� abs eSUNT # @ED!<<"# D>>> � BI@=nBIFI 

lCm pQYQfSU_Q~ � q # sO[Y\[WTP~XN a c # eUXOTYXN b a rhOQN_Q_ [S_QS8fQNQSXG gWQSXQT 
�� aNNUYT [] cWSQ UN_ aRRYXQ_ d[fXG I=# <III c CEn<DE 

lIm pQNQ_X~O b # x[Nf � # dX\~XN d # �[Nf d zQYUOX[NUY QhRSQTTXyQ R[VQS []
G[NTOSUXNO gWQSZ YUNfWUfQT �� cS[G <EOP a�b sZ^R [N cSXNGXRYQT [] xUOU\UTQ
sZTOQ^T# <IIF c En<F 

l<>m sO[Y\[WTP~XN a c # eUXOTYXN b a dXNQUS yT [S_QS G[NTOSUXNO gWQSXQT [yQS SQYUOX[NUY
_UOU\UTQT �� cS[G <EOP a�b sZ^R [N cSXNGXRYQT [] xUOU\UTQ sZTOQ^T# <IIF 
c <=nD= 

l<<m eUXOTYXN b a a fQNQSUY G[N_XOX[N ][S G[YYURTQ SQTWYOT �� aNNUYT [] cWSQ UN_
aRRYXQ_ d[fXG D>>< <<@ c @D@n@@> 




