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AZ = F, !<"

��� A k +���6��&(��. ���������&(��. +�.2����&(��. !� �?-�2 �&�/��" 2����$� 
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C2X1 = Y1, C3X2 = Y2, !D"
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Λi+1 = qi − piΛ−1
i ri, Λ2 = q1, i = 2, 3, . . . ,m, !E"

Gi−1 = qi − ri+1�−1
i pi+1, Gm−1 = qm, i = m− 1, . . . , 2, 1, !F"
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Φ(x̃i−1, x̃i, x̃i+1) = ||yi| − |pix̃i−1 + qix̃i + ri+1x̃i+1|| ≤ 3μ(ε1), i = m, 1, !="
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Φ(x̃i−1, x̃i) = ||yi| − |pix̃i−1 + qix̃i|| ≤ 2μ(ε1) !["
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Φ(x̃i, x̃i+1) = ||yi| − |qix̃i + ri+1x̃i+1|| ≤ 2μ(ε1), !<>"

Φ(x̃i) = ||yi| − |qix̃i|| ≤ μ(ε1). !<<"
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k = 0# i = mq

!<"0 lk = iq

!D"0 xki =
lk∑
ξ=1

Bkiξyξ# ϕki =

{
0, ��&� k = 0,
Bkilkrlk+1x̃lk+1, ��&� k > 0;

��&� i = lk# �� !E"0# ���/� !@"0q
!@"0 ��&� |ϕki | < 1/ε1# �� !B"0# ���/� k = k + 1 VJW !<"0q
!B"0 j = i+ 1# x̃klk+1 = 0q

��&� j = lk# �� θ = 2ε1# ���/� θ = 3ε1q

Φj =
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|yj | − |pj x̃kj−1 + qj x̃

k
j + pj+1x̃

k
j+1|, +�� |yj | ≤ 1,

1 − |pj x̃kj−1 + qj x̃
k
j + pj+1x̃

k
j+1|/|yj|, +�� |yj | > 1;
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C3 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1.0000 1.0000
1.0001 −2.0000 1.0000

1.0001 −2.0000 1.0000
1.0001 −2.0000 1.0000

1.0001 −2.0000 1.0000
1.0001 −2.0000 1.0000

1.0001 −2.0000 1.0000
1.0001 −0.8750

⎤
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Y2 = [0.0002000, −0.0003001, 0.0005001, −0.0003001, 0.0005001, −0.0003001,

0.0005001, 0.1249125]T .
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��	���� ������ F��; ������� ��������� � ��"��E� K� 4�� ����� �

��"��E� 
������� Φ7 > 3ε1 � ������������ k = 0� ��F���� ���������� x̃l0 = x̃6

����� ����������;� � ��
��	���� �"��
�C�� ��� ��������������� @k = 0 �
k = 1B� � ��"��E� ����
 Bii �"�
������ ���7����	��� F������� �"�����; ���>
��E� � C3 � ����
 Δ �"�
������ 
������ x̃i − xi� 7�� xi D ���������� �������
�����7� ������� ������� ����� ���

X2 = [0.9999000, 1.0001000, 0.9999000, 1.0001000, 0.9999000,

1.0001000, 0.9999000, 1.0001000]T .

������� �� I����  7� ��&��9�	�7 �����$7 -�. � 
+� 7$� 	  7$� -��.�

k i 1/Bk
ii Λi+1 Jk

i−1 x̃k
i ϕk

i Φi Δ

� � −0.1664720 −1.0000000 −0.1664720 −0.0015022 ��������� ��������� −0.0000003
� −0.1997398 −0.9999000 −1.1998398 −0.0013022 ��������� ��������� −0.0000005
� −0.2496749 −0.9998000 −1.2498748 −0.0014020 ��������� ��������� −0.0000010
� −0.3329442 −0.9996998 −1.3332443 −0.0010017 ��������� ��������� −0.0000011
� −0.4995497 −0.9995997 −1.4999499 −0.0009013 ��������� ��������� −0.0000013
, −0.9994994 −0.9994994 −2.0000000 −0.0003007 ��������� K −0.0000013

� � ��������� −0.9993991 −0.8570285 ��������, � ��������, −0.0000014
� ��������� ��������� −0.8750000 ��������� � ��������� −0.0000015
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2� +���6��� � m<numBn ��1� � ��?&�$� D 2� +������2 &�9( ���� �6 ����0 +��2���� 
�&�0� �?��&��&����. �����2� &������0 ��������� � ����

A =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1/m 1/(m− 1) · · · 1
1/(m+ 1) 1/m · · · 1/2

   
   

   
   

1/(2m− 1) 1/(2m− 2) · · · 1/m

⎤
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1
k(2m−k)
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��9�&��( ��6��2� /��&����2� 2�����2� ��/��� ��9���� \��� �����2� X =
[1, 1/2, . . . , 1/m]T # ��� m +��.��� 2����$� A p��&����� 0������������� ��9���.
!<@" +�������� � ��?&�$� D ��� \��2 μe(A) = ‖A−1‖ · ‖F‖/‖Z‖ k ������������
/��&� �?��&��&�������# μ(A) = ‖A−1‖ · ‖A‖ k ����������� /��&� �?��&��&����8
���# δY = ‖AZ − F‖/‖F‖ k ���2� ���.6��# δZ = ‖Z̃ − Z‖/‖Z‖ k ��������&(��.

+����9����( +�&�/������ ��9���.# δL =
∣∣∣‖Z̃‖ − ‖Z‖

∣∣∣ /‖Z‖ k ��1�.. �����$� �

δR = ‖A−1‖δY k ���0�.. �����$� δZ # � � δL ≤ δZ ≤ δR � ��?&�$� D �������
�&���]-�� �?�6��/���.A w�� k 2���� �����/����0 ��2+�����# �h k 2���7�8
$��������� 2���� ������ mEn# �� k QR82���� mFn# hz~ k 2���� �����&.�����
��6&�1���. m=n � ^�w k 2���� ����&.��6�$�� � � ��0����� mCn ��� �����#
+�����22� hz~ � �&�/�� μ(A) = 1.042 · 1016 �� ��?����� 

��\ 1=� 2� ��������&(��� 0������������� 2����� �����/����0 ��2+����� 

m μe(A)
μ(A)

= ||F ||/||A||
||Z|| C=? μe(A)

μ(A)
δY δL δZ δR
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m<n |ZLU�aVJLJbO � x # |ZLURVJLJbO w � # �VbXZOJO_ ^ ^ # ~PSXVJO_ | e VJW
�OJO_VUO_V � �P yJ L�GRLJGa Od GNRKRGVU8GOZTOJLJK ZLKXOW dON SOU_RJM
WLMLJLNVKL VJW RUU8TOSLW SaSKLZS Od URJLVN VUMLQNVRG L`PVKROJS vI�� {NLTNRJK 
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