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ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈÈ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ
ØÅÏÀÐÄÀ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

Ìàñþêîâ À.Â.
Êàôåäðà èíôîðìàòèêè

Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê èíòåðïîëÿöèè, â êîòîðîì âûáîð ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèè ïîðîæäàåò ðàçëè÷íûå ìåòîäû, â òîì ÷èñëå îäíîìåð-
íûå ñïëàéíû èëè äâóìåðíóþ èíòåðïîëÿöèþ ìèíèìàëüíîé êðèâèçíû ñ
íàòÿæåíèåì. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âûáîðà ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè, äëÿ íèõ óñòàíîâëåíû àñèìïòîòè÷åñêèå è äðóãèå ñâîéñòâà èí-
òåðïîëèðóþùèõ ôóíêöèé. Äîêàçàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåâûðîæäåí-
íîñòè âîçíèêàþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

A new method for global multivariate intrpolation is proposed. Its interpo-
lant has a Shepard's form with an arbitrary method-generating function.
Interpolation by minimum curvature splines with tension is a special case
of the proposed method, corresponding to a certain choice of generating
function.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîìåðíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ, èíòåðïîëÿöèÿ ïðè íå-
ðàâíîìåðíûõ óçëàõ.
Keywords: scattered data �tting, radial basis function interpolation.

Ââåäåíèå. Èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ � ïðè ïðîèçâîëüíîì
ðàñïîëîæåíèè óçëîâ èíòåðïîëÿöèè � îñòàåòñÿ íåäîñòî÷íî ðàçðàáîòàííûì âîïðî-
ñîì. Â ìåòîäå Øåïàðäà [1] èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé êîïèé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, ïîìåùàåìûõ â óçëû èíòåðïîëÿöèè.
Êâàäðàòè÷íûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Øåïàðäà [2,3] îáåñïå÷èâàþò, â îòëè÷èå îò
îðèãèíàëüíîãî ìåòîäà, ãëàäêóþ èíòåðïîëÿöèþ, íî íå îáåñïå÷èâàþò ãëîáàëüíóþ
èíòåðïîëÿöèþ (êîãäà êàæäîå çíà÷åíèå èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ
âñåìè äàííûìè èíòåðïîëÿöèè) è íå îáåñïå÷èâàþò íåîáõîäèìîãî âî ìíîãèõ ñëó÷à-
ÿõ ïîâåäåíèÿ èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Ìåòîä ìèíèìàëüíîé
êðèâèçíû [4] òàêæå íå îáåñïå÷èâàåò êîíå÷íîãî íà âñåé ïëîñêîñòè ðåøåíèÿ. Ìåòîä
ìèíèìàëüíîé êðèâèçíû ñ íàòÿæåíèåì [5] äàåò êîíå÷íîå ðåøåíèå, íî íå èìåþùåå
ïðåäåëà íà áåñêîíå÷íîñòè (ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðåäåëû ïî íàïðàâëåíèÿì).

Ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà Øå-
ïàðäà, â êîòîðîé êîýôôèöèåíòû èíòåðïîëèðóþùåé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñìåùåí-
íûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé. Âûáîð ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, êàê áóäåò ïîêàçàíî, ïîðîæäàåò ðàçëè÷íûå
ãëàäêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ãëîáàëüíîé èíòåðïîëÿöèè, â òîì ÷èñëå èìåþùèå ïðåäåë
íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì
ñëó÷àåì èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ [6-8], êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî ìàñøòàáèðîâà-
íèå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè íå èñïîëüçóåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ.
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1. Ìåòîä. Ïóñòü (xk, uk), xk ∈ Rm, uk ∈ R, k = 1, . . . , n � äàííûå èíòåðïîëÿ-
öèè. Ôóíêöèÿ

u(x) =
n∑

k=1

ck f (‖x− xk‖) (1)

î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èíòåðïîëÿöèè

u(xj) = uj , j = 1, . . . , n , (2)

åñëè êîýôôèöèåíòû ck ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (1) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

u(xj) =
n∑

k=1

ck f (‖xj − xk‖) , j = 1, . . . , n. (3)

Åñòåñòâåííî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî xj 6= xk ïðè j 6= k. Âûáîð ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè
f îïðåäåëÿåò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà. Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåðïîëÿíò (1) íàñëå-
äóåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâ-
ëèâàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû (3).

Òåîðåìà 1. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà Fjk = f (‖xj − xk‖), ñôîðìèðîâàííàÿ âåùå-
ñòâåííîé ôóíêöèåé f ðàññòîÿíèé ìåæäó âñåìè ïàðàìè äëÿ n ðàçëè÷íûõ ïðîèç-
âîëüíûõ òî÷åê èç Rm, ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè f íåïðåðûâíà,
g (x) ≡ f (‖x‖) ïðèíàäëåæèò L2 è

f̂ (q) ≡
∫

Rm

f (‖x‖) exp (ixq) dmx > 0 ∀q ∈ Rm. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñëåäñòâèå óñëîâèé òåîðåìû, äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíê-
öèè g ñóùåñòâóåò îáðàòíîå

f (‖x‖) = (2π)−m

∫

Rm

f̂ (q) exp (−ixq) dmq ,

ïîýòîìó
n∑

j=1

n∑

k=1

Fjkajak = (2π)−m

∫

Rm

f̂ (q)
n∑

j=1

n∑

k=1

ajak exp (−i(xj − xk)q) dmq

= (2π)−m

∫

Rm

f̂ (q)

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

aj exp (−ixjq)

∣∣∣∣∣∣

2

dmq > 0

äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ aj òàêèõ, ÷òî
∑n

j=1 |aj | > 0, â ñèëó (4) è ëèíåéíîé
íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé gj (q) ≡ exp (−ixjq).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî F > 0.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (4) ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâèìîñòè ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-
öèè êàê m−ìåðíîé àâòîñòîñâåðòêè

f (‖x‖) = f0 ∗ f0 =
∫

Rm

f0 (y) f0 (x− y) dmy . (5)
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Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå ìåòîäà (1),(3) ìîæíî çàìåíèòü f (‖·‖) íà
f (·), äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàâ f (−x) = f (x). Òî åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
íå îáÿçàíà áûòü ðàäèàëüíîé, ïðè÷åì òåîðåìà, êàê íåòðóäíî äîêàçàòü, îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâîé. Îäíàêî, äàëåå ìû íå èñïîëüçóåì ýòó âîçìîæíîñòü.

2. ×àñòíûå ñëó÷àè � ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Äëÿ ôóíêöèé îäíîé
ïåðåìåííîé áóäåì îáîçíà÷àòü x = x, r = |x|.

Ñëó÷àé 1: f(r) = r3. Ýòîò âûáîð ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìåòîäà (1),(3) ïðèâî-
äèò ê èíòåðïîëÿöèè êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåðïîëèðóþùàÿ
ôóíêöèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ïîëèíî-
ìîì, à åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ âñþäó íåïðåðûâíà. Íà êóáè÷åñêèé ñïëàéí ìîæíî
íàêëàäûâàòü ðàçëè÷íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íàõîæäåíèå
èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè â âèäå

u(x) = a0 + a1x +
n∑

k=1

ck |x− xk|3 (6)

èç óñëîâèé

u(xj) = a0 + a1xj +
n∑

k=1

ck |xj − xk|3, j = 1, . . . , n ,

n∑

k=1

ck = 0, (7)

n∑

k=1

ckxk = 0

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âíå èíòåðâàëà óçëîâ èíòåðïîëÿöèè êóáè÷åñêèé ñïëàéí (6)
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, òî åñòü u′′ = u′′′ = 0. Òàêæå íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
èíòåðïîëÿíò (6),(7) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

d4u

dx4
= 12

n∑

k=1

ck δ (x− xk) ,

ãäå δ åñòü äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì u′′(±∞) = u′′′(±∞) = 0.
Êðîìå òîãî, èíòåðïîëÿöèÿ (6),(7) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

∫ +∞

−∞
u′′2dx → min ,

ïðè óñëîâèÿõ èíòåðïîëÿöèè (2), òî åñòü äëÿ èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé îäíîé ïåðå-
ìåííîé êóáè÷åñêèé ñïëàéí ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìèíèìàëüíîé êðèâèçíû. Çàìåòèì,
÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (7) ðåøàåòñÿ, ðàçóìååòñÿ, îòíîñèòåëüíî a0, a1, {ck, k =
1, . . . , n}.

Ñëó÷àé 2: f(r) = exp(−r) + r. Êàê èçâåñòíî, êóáè÷åñêèå ñïëàéíû ìîãóò ïðèâî-
äèòü ê íåìîíîòîííûì èíòåðïîëèðóþùèì ôóíêöèÿì äëÿ ìîíîòîííûõ äàííûõ èí-
òåðïîëÿöèè. Ïîýòîìó ÷àñòî èñïîëüçóþò ñïëàéíû ñ íàòÿæåíèåì (îíè íå ÿâëÿþòñÿ
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ïîëèíîìàìè), êîòîðûå òîæå îêàçûâàþòñÿ âàðèàíòîì íàøåãî ìåòîäà ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùåì âûáîðå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì èíòåðïîëÿöèþ

u(x) = a0 +
n∑

k=1

ck f (|x− xk|) , (8)

ãäå

f(r) = exp
(
− r

σ

)
+

r

σ
,

u(xj) = a0 +
n∑

k=1

ck f (|xj − xk|) , j = 1, . . . , n , (9)

n∑

k=1

ck = 0.

Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìà, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

d4u

dx4
− σ−2 d2u

dx2
= −2σ−4

n∑

k=1

ck δ (x− xk) ,

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì u′(±∞) = 0. Èíòåðïîëÿöèÿ (8),(9) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çà-
äà÷è ìèíèìèçàöèè

∫ +∞

−∞
u′′2dx + σ−2

∫ +∞

−∞
u′2dx → min ,

òî åñòü øòðàôóåòñÿ íå òîëüêî êðèâèçíà, íî è ðàñòÿæåíèå ñïëàéíà. Ñóùåñòâóþò, â
îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ 1, êîíå÷íûå ïðåäåëû u(+∞), u(−∞). Ïàðàìåòð σ èìååò ñìûñë
íàòÿæåíèÿ ñïëàéíà, èëè õàðàêòåðíîãî ðàññòîÿíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñòðåìëåíèÿ
ê ïðåäåëàì íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ñëó÷àé 3: f(r) = exp(−r)(1 + r). Ðàññìîòðåííûå âûøå ñïëàéíû ñ íàòÿæåíèåì
(ñëó÷àé 2) íå ìîãóò îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

u(±∞) = n−1
n∑

k=1

uk ,

òî åñòü âûõîäà èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè íà ñðåäíåå ïî óçëàì èíòåðïîëÿöèè
çíà÷åíèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Îêàçûâàåòñÿ, íàø ìåòîä ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè

u(x) = a0 +
n∑

k=1

ck f (|x− xk|) , (10)
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ãäå

f(r) = exp
(
− r

σ

)(
1 +

r

σ

)
,

u(xj) = a0 +
n∑

k=1

ck f (|xj − xk|) , j = 1, . . . , n , (11)

n∑

k=1

ck

n∑

j=1

f (|xj − xk|) = 0,

òî, ïîäñòàâëÿÿ x = xj â óðàâíåíèå (10) è ñóììèðóÿ ïî j, óáåæäàåìñÿ, ÷òî çäåñü

a0 = u(±∞) = n−1
n∑

k=1

uk.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî íå ðàñøèðÿòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (3)
äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì äî ñèñòåìû (11), à âìåñòî ýòîãî âû÷åñòü èç çíà-
÷åíèé â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè èõ ñðåäíåå a0, à â êîíöå ïðèáàâèòü ýòó êîíñòàíòó
ê èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè. Èíòåðïîëÿíò ïðè òîì è äðóãîì ñïîñîáå äåéñòâèé
îäèí è òîò æå è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

d4u

dx4
− 2σ−2 d2u

dx2
+ σ−4(u− a0) ≡

(
d2

dx2
− σ−2

)2

(u− a0) = 4σ−4
n∑

k=1

ck δ (x− xk) ,

à òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
∫ +∞

−∞

(
u′′2 + 2σ−2u′2 + σ−4(u− a0)2

)
dx → min ,

â êîòîðîé øòðàôóþòñÿ êðèâèçíà, ðàñòÿæåíèå è îòêëîíåíèå ñïëàéíà îò ñðåäíåãî.
Êàê è â ñëó÷àå 2, ïàðàìåòð σ èìååò ñìûñë õàðàêòåðíîãî ðàññòîÿíèÿ, íà êîòîðîì
ïðîèñõîäèò ïðèáëèæåíèå èíòåðïîëÿíòà ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ u(±∞).

Â îòëè÷èå îò äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ, çäåñü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷-
íà è èíòåãðèðóåìà âìåñòå ñ êâàäðàòîì. Êðîìå òîãî, îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû, ãàðàíòèðóþùåé ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàò-
ðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, íåòðóäíî âû÷èñëèòü (4)

∫ +∞

−∞
exp

(
−|x|

σ

)(
1 +

|x|
σ

)
exp(iqx)dx = 4σ

(
1 + q2σ2

)−2
> 0,

à òàêæå ïðîâåðèòü (5), ÷òî

exp
(
−|x|

σ

)(
1 +

|x|
σ

)
= σ−1 exp

(
−|x|

σ

)
∗ exp

(
−|x|

σ

)
.

Âî âñåõ òðåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ñëó÷àÿõ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè, à èõ òðåòüè ïðîèçâîäíûå â íóëå òåðïÿò
êîíå÷íûé ðàçðûâ. Ñîîòâåòñòâåííî, òðåòüè ïðîèçâîäíûå èíòåðïîëèðóþùèõ ôóíê-
öèé ðàçðûâíû â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè. Êàê ïîêàçàíî, ðàññìîòðåííûå ïðîèçâîäÿùèå
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ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Íà Ðèñ. 1 ìû âèäèì, ÷òî ñóùåñòâåí-
íîå ðàçëè÷èå ìåæäó ðàññìîòðåííûìè ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè ïðîÿâëÿåòñÿ
â àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè íà áåñêîíå÷íîñòè (âäàëè îò óçëîâ èíòåðïîëÿöèè).
Äàííûå ïðèìåðà Ðèñ. 1 áûëè âçÿòû ñëó÷àéíî, íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü ðàçëè-
÷èå èíòåðïîëÿíòîâ è ìåæäó óçëàìè èíòåðïîëÿöèè, äâà ñðåäíèõ óçëà áûëè ñáëè-
æåíû íà ðàññòîÿíèå 0.01 (ïðè ñîõðàíåíèè çíà÷åíèé â íèõ). ×èñëà îáóñëîâëåííîñòè
ìàòðèö â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå Ðèñ. 1 ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 2.3 · 108, 9.5 · 106,
1.4 · 105 äëÿ ñëó÷àåâ 1, 2, 3. Ïðè óìåíüøåíèè íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ òî-
ãî æå ÷èñëà óçëîâ (20), ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè äëÿ ìåòîäà (10),(11) (ñëó÷àé 3)
ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå 100, íî äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àåâ îñòàåòñÿ î÷åíü áîëüøèì.

Ðèñ. 1: Ïðèìåð îäíîìåðíîé èíòåðïîëÿöèè ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì ïðè ðàçëè÷íûõ ïðî-
èçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ

3. ×àñòíûå ñëó÷àè � ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ôóíêöèé äâóõ
è áîëåå ïåðåìåííûõ ðàçâèòèå ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè ïðè íåðàâíîìåðíûõ óçëàõ
èìååò ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé. Áóäåì çäåñü îáîçíà÷àòü

(x, y) = x, r = ‖x‖ =
(
x2 + y2

)1/2
.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ âûáîðà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìåòîäà (1),(3).
Ñëó÷àé 1: f(r) = r3. Â îòëè÷èå îò ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, â ýòîì ñëó÷àå

èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ òåïåðü íå ÿâëÿåòñÿ íè ïîëèíîìîì, íè ðåøåíèåì çà-
äà÷è ìèíèìàëüíîé êðèâèçíû. Äåéñòâèòåëüíî, ∆∆r3 = 9r−1, ãäå ∆ � äâóìåðíûé
îïåðàòîð Ëàïëàñà. Êàê è äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, ìû ìîæåì óëó÷øèòü
àñèìïòîòè÷åñêèå ïîâåäåíèå èíòåðïîëÿíòà, íàêëàäûâàÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû âûðàæåíèÿ (1). Òàê êàê

n∑

k=1

ck‖x− xk‖3 = r3
n∑

k=1

ck

(
1− 3‖xk‖r−1 cos(φ− φk) + O(r−2)

)
, r →∞,
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ãäå φ, φk � ïîëÿðíûå óãëû òî÷åê x, xk, òî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ àñèìïòîòèêè

u(x, y) = O(r), r →∞

èíòåðïîëèðóþùóþ ôóíêöèþ ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

u(x, y) = a0 + a1x + a2y +
n∑

k=1

ck ‖x− xk‖3, (12)

íàêëàäûâàÿ óñëîâèÿ

u(xj , yj) = a0 + a1xj + a2yj +
n∑

k=1

ck

(
(xj − xk)2 + (yj − yk)2

)3/2
, j = 1, . . . , n ,

n∑

k=1

ck = 0,

n∑

k=1

ckxk = 0,

n∑

k=1

ckyk = 0.

Ñëó÷àé 2: f(r) = r2 ln r. Ýòîò âàðèàíò âûáîðà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè îáåñïå-
÷èâàåò èíòåðïîëÿöèþ ìèíèìàëüíîé êðèâèçíû ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðîèç-
âîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ [9]. Òî åñòü èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ

u(x, y) = a0 +
n∑

k=1

ck

(
(x− xk)2 + (y − yk)2

)
ln

(
(x− xk)2 + (y − yk)2

)
(13)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆2u(x, y) = 16π

n∑

k=1

ckδ(x− xk)δ(y − yk)

è ðåøàåò çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè
∫

R2
(∆u)2dxdy → min . (14)

Êîíñòàíòà a0 ââåäåíà äëÿ òîãî, ÷òîáû íàëîæåíèå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ
n∑

k=1

ck = 0 (15)

îáåñïå÷èâàëî àñèìïòîòèêó

u(x, y) = O(r ln r), r →∞,

òàê êàê èç (13) ñëåäóåò

u(x, y) = a0 + 2
n∑

k=1

ck

(
r2 − 2r‖xk‖ cos(φ− φk) + ‖xk‖2

)

× (
ln r − r−1‖xk‖ cos(φ− φk) + O(r−2)

)
, r →∞.
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Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (15) îáåñïå÷èâàåò òàêæå ñòðåìëåíèå âòîðûõ è áîëåå âûñî-
êèõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èíòåðïîëÿíòà ê íóëþ ïðè r → ∞. À ýòî ãðàíè÷íîå
óñëîâèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ (14) ðàâíà èíòåãðàëó îò ñóììû
êâàäðàòîâ ãëàâíûõ êðèâèçí, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî a0 â âûðàæåíèè (13) íå ÿâëÿåòñÿ, â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî
ñëó÷àÿ 3, ñðåäíèì çíà÷åíèåì â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè.

Ñëó÷àé 3: f(r) = K0(r) + ln r. Èç ñðàâíåíèÿ ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì 2 ïîíÿòíî,
÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, îáåñïå÷èâàþùóþ äâóìåð-
íóþ èíòåðïîëÿöèþ ñïëàéíîì ñ íàòÿæåíèåì, íåîáõîäèìî íàéòè ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà

∆2 − σ−2∆ = ∆(∆− σ−2). (16)
Ýòî ðåøåíèå íå ïðèâîäèòñÿ â ñïðàâî÷íèêå [9], íî èçâåñòíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà

∆ln r = 2πδ(x)δ(y), (∆− σ−2)K0

( r

σ

)
= −2πδ(x)δ(y), (17)

ãäå K0 � ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà (ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ òðåòüå-
ãî ðîäà). Ïîýòîìó (è íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ) íàéäåì
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ (16) êàê ñâåðòêó

f(r) =
−1
4π2

K0

( r

σ

)
∗ ln r =

−1
8π2

∫ +∞

0

ρdρK0

( ρ

σ

) ∫ 2π

0

dφ ln
(
r2 − 2rρ cosφ + ρ2

)
.

Òàê êàê

ln
(
r2 − 2rρ cos φ + ρ2

)
=





2 ln r − 2
∑∞

k=1

(
ρ
r

)k cos kφ
k , ρ < r,

2 ln ρ− 2
∑∞

k=1

(
r
ρ

)k
cos kφ

k , ρ > r,

òî

f(r) =
−1
4π2

ln r

∫ r

0

ρdρK0

( r

σ

)
+
−1
4π2

∫ +∞

r

ρdρK0

( r

σ

)
ln ρ

=
−σ2 ln r

4π2

(
1− r

σ
K1

( r

σ

))
− σ2

4π2

∫ +∞

r

ln ρ d
(
− ρ

σ
K1

( ρ

σ

))

=
σ2

4π2

(
ln r + K0

( r

σ

))
, (18)

íà îñíîâàíèè òîæäåñòâ [10]

(xK1(x))′ = −xK0(x), K0
′(x) = −K1(x).

Èñïîëüçóÿ (17), ìîæíî íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðèòü, ÷òî (18) åñòü
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ (16). Íàéäåííîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ
äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû. Ïîòðåáîâàâ f(0) = 0, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèç-
âîäÿùåé ôóíêöèè äâóìåðíîãî ñïëàéíà ñ íàòÿæåíèåì (îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ìíîæèòåëÿ)

f(r) = K0

( r

σ

)
+ ln

( r

σ

)
− ln 2 + C, (19)
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ãäå C ≈ 0.577215665 � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, òàê êàê K0(x) ∼ ln 2
x − C ïðè x → +0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ îñòàâàëàñü êîíå÷íîé ïðè r → ∞,
íåîáõîäèìî íàëîæèòü îãðàíè÷åíèå (15), íàõîäÿ ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå

u(x, y) = a0 +
n∑

k=1

ckf (‖x− xk‖)

ñ íàéäåííîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé (19). Èíòåðïîëÿöèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

∫

R2

[
(∆u)2 + σ−2‖∇u‖2] dxdy → min .

Ñëó÷àé 4: f(r) = rK1(r). Òåïåðü ðàññìîòðèì äâóìåðíûé àíàëîã îäíîìåðíîãî
ñëó÷àÿ 3, òî åñòü íàéäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ñïëàéíà, êîòîðûé èìååò ïðåäåë
íà áåñêîíå÷íîñòè, ðàâíûé ñðåäíåìó çíà÷åíèþ â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå

(
∆2 − 2σ−2∆ + σ−4

)
f ≡ (

∆− σ−2
)2

f = δ(x)δ(y). (20)

Âûïîëíÿÿ äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (20), íàéäåì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøå-
íèå

f(r) =
1

4π2

∫ ∞

0

qdq

∫ 2π

0

dφ
exp(iqr cos φ)
(q2 + σ−2)2

=
1
2π

∫ ∞

0

J0(qr) qdq

(q2 + σ−2)2
=

rσ

4π
K1

( r

σ

)
, (21)

ãäå èçâåñòíûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè Áåññåëÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ [10].
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íàéäåííîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (21) åñòü ñâåðòêà

1
4π2

K0

( r

σ

)
∗K0

( r

σ

)
=

1
4π2

∫ ∞

0

ρdρK0

( ρ

σ

) ∫ 2π

0

dφK0

(
σ−1

√
r2 − 2rρ cos φ + ρ2

)

=
1
2π

K0

( r

σ

) ∫ r

0

K0

( ρ

σ

)
I0

( ρ

σ

)
ρdρ +

1
2π

I0

( r

σ

) ∫ +∞

r

K0

( ρ

σ

)
K0

( ρ

σ

)
ρdρ

=
1
2π

K0

( r

σ

) r2

2

[
I0

( r

σ

)
K0

( r

σ

)
+ I1

( r

σ

)
K1

( r

σ

)]

+
1
2π

I0

( r

σ

) r2

2

[[
K1

( r

σ

)]2

−
[
K0

( r

σ

)]2
]

=
r2

4π
K1

( r

σ

) [
I0

( r

σ

)
K1

( r

σ

)
+ I1

( r

σ

)
K0

( r

σ

)]
=

rσ

4π
K1

( r

σ

)
,

ãäå èñïîëüçîâàíà îäíà èç òåîðåì ñëîæåíèÿ [10] äëÿ áåññåëåâûõ ôóíêöèé

K0

(
1
σ

√
r2 − 2rρ cosφ + ρ2

)
=





∑+∞
k=−∞Kk

(
r
σ

)
Ik

(
ρ
σ

)
cos kφ, ρ < r,

∑+∞
k=−∞ Ik

(
r
σ

)
Kk

(
ρ
σ

)
cos kφ, ρ > r,
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çàòåì ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Áåññåëÿ

(xI1(x))′ = xI0(x), I0
′(x) = I1(x)

è àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèè Ìàêäîíàëüäà, ïðèâåäåííûå âûøå, à çàòåì
ïðèìåíåíî èçâåñòíîå òîæäåñòâî [10]

Ik(x)Kk+1(x) + Ik+1(x)Kk(x) = x−1.

Ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíäàìåíòàëüíî-
ìó ðåøåíèþ (21), êàê

f(r) =
r

σ
K1

( r

σ

)
.

Òîãäà, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå 3, f(0) = 1, f ′(0) = 0 è

f(r) ∼ r

σ
exp

(
− r

σ

)
, r →∞,

ïðè÷åì f(r) óáûâàåò ìîíîòîííî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè (êàê â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå 3) ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè ðàâíî íóëþ,
è íàõîäèòü èíòåðïîëèðóþùóþ ôóíêöèþ êàê

u(x, y) =
1
σ

n∑

k=1

ck

√
(x− xk)2 + (y − yk)2 K1

(
1
σ

√
(x− xk)2 + (y − yk)2

)
, (22)

ãäå K1 � ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Êàê è äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ
(10),(11), çäåñü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4),(5), ïîýòîìó ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (22)

u(xj , yj) =
1
σ

n∑

k=1

ck

√
(xj − xk)2 + (yj − yk)2 K1

(
1
σ

√
(xj − xk)2 + (yj − yk)2

)
,

(23)
j = 1, . . . , n ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ïàðàìåòð σ èìååò ñìûñë õà-
ðàêòåðíîãî ðàññòîÿíèÿ, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïðèáëèæåíèå èíòåðïîëèðóþùåé
ôóíêöèè ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ ïðè óäàëåíèè îò óçëîâ èíòåðïîëÿöèè. Ïðè
σ → ∞ èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ìåòîäà (22),(23) ñòðåìèòñÿ ê èíòåðïîëÿíòó
ìèíèìàëüíîé êðèâèçíû â ëþáîé êîíå÷íîé îáëàñòè. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî èí-
òåðïîëÿöèÿ (22), êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (20), ðåøàåò çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

∫

R2

[
(∆u)2 + 2σ−2‖∇u‖2 + σ−4(u− a0)2

]
dxdy → min,

ãäå a0 � ñðåäíåå çíà÷åíèå â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè.
Íà Ðèñ. 2 ïîêàçàíû èíòåðïîëèðóþùèå ôóíêöèè äëÿ ÷åòûðåõ ðàññìîòðåííûõ

ñëó÷àåâ âûáîðà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìåòîäà (1),(3). Äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ èñïîëü-
çîâàíû îäíè è òå æå äàííûå: ñëó÷àéíîå ðàñïîëîæåíèå 20 óçëîâ èíòåðïîëÿöèè
â êâàäðàòíîé îáëàñòè è ñëó÷àéíûå çíà÷åíèÿ â íèõ. Êîíå÷íî, ìû ÷èñëåííî ïðî-
âåðèëè, ÷òî âäàëè îò óçëîâ èíòåðïîëÿöèè ïðèâåäåííûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò
èõ óñòàíîâëåííûì àñèìïòîòè÷åñêèì ñâîéñòâàì, íî âíóòðè îáëàñòè èíòåðïîëÿöèè,
êàê âèäíî íà Ðèñ. 2, âñå èíòåðïîëÿíòû ïîõîæè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âñå îíè
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íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû è èìåþò îñîáåííîñòè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ â
óçëàõ èíòåðïîëÿöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèâåäåííûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ, ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ êàê ïðîèçâîäÿùèå
ôóíêöèè. ×èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö ñèñòåì óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
èíòåðïîëÿíòîâ â ïðèìåðå Ðèñ. 2 ðàâíû 1.4 ·107, 1.3 ·106, 3.6 ·103 è 240 äëÿ ñëó÷àåâ
1-4, ñîîòâåòñòâåííî. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî â äðóãèõ ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ âàðèàíò
(22),(23) ìåòîäà òàêæå äåìîíñòðèðóåò ëó÷øóþ îáóñëîâëåííîñòü.

Ðèñ. 2: Ïðèìåð äâóìåðíîé èíòåðïîëÿöèè ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì ïðè ðàçëè÷íûõ ïðî-
èçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ. Âåðòèêàëüíûå ëèíèè èçîáðàæàþò äàííûå èíòåðïîëÿöèè

4. Èíòåðïîëÿöèÿ ôóíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ. Ïîñòðîèì ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ íàøåãî ìåòîäà â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Åñëè, ïî àíàëîãèè ñ äâóìåðíûì
ñëó÷àåì (20), ìû ðàññìîòðèì îïåðàòîð

(
∆− σ−2

)2, òî â R3 åãî ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå (8π)−1σ exp

(−σ−1r
)
íå îáåñïå÷èò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé èíòåð-

ïîëÿöèè. Ïîýòîìó ðåøèì óðàâíåíèå
(
∆− σ−2

)3
f = δ(x)δ(y)δ(z), (24)

ýêâèâàëåíòíîå, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, çàäà÷å ìèíèìèçàöèè
∫

R3

[‖∇ ∆u‖2 + 3σ−2(∆u)2 + 3σ−4‖∇ u‖2 + σ−6u2
]

dxdydz → min

äëÿ èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè. Íàéäåì ðåøåíèå (24) ñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì
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� àíàëîãè÷íî (21)

f(r) = (2π)−3

∫ ∞

0

q2 dq

(q2 + σ−2)3

∫ π

0

sin α dα

∫ 2π

0

dφ exp(−iqr cosα)

=
1

2π2r

∫ ∞

0

sin(qr)qdq

(q2 + σ−2)3
=
−σ3

32π
exp

(
− r

σ

)(
1 +

r

σ

)
,

ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ
ïðåäëàãàåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

exp
(
− r

σ

)(
1 +

r

σ

)
,

ðàäèàëüíàÿ çàâèñèìîñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé, âû÷èñëåííîé â îäíîìåð-
íîì ñëó÷àå 3.

5. Îáñóæäåíèå. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä èíòåðïîëÿöèè (1),(3) � â çàâèñèìîñòè
îò âûáîðà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè f � ïðèâîäèò ê èçâåñòíûì ðåøåíèÿì, íàïðè-
ìåð, ìèíèìàëüíîé êðèâèçíû è ìèíèìàëüíîé êðèâèçíû ñ íàòÿæåíèåì, èëè ïîðîæ-
äàåò íîâûå ãëàäêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå çàäàííûì
óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èëè çàäàííûì öåëåâûì ôóíêöèîíàëàì. Íà-
ïðèìåð, ðåøåíèå (22),(23) äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé ïðåäïî÷òèòåëüíåå óæå ïîòîìó,
÷òî èìååò ïðåäåë íà áåñêîíå÷íîñòè (âäàëè îò óçëîâ èíòåðïîëÿöèè âûõîäèò íà èõ
ñðåäíåå çíà÷åíèå). ×àñòî èíòåðïîëÿöèÿ âûïîëíÿåòñÿ íà ðàâíîìåðíóþ ñåòêó (ãðè-
äèíã), ïðåäëîæåííûé ìåòîä èñêëþ÷èòåëüíî ýôôåêòèâåí äëÿ áîëüøèõ ñåòîê. Âû-
÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ìåòîäà îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3),
ðàçìåðíîñòü êîòîðîé ðàâíà ÷èñëó óçëîâ èíòåðïîëÿöèè è îáóñëîâëåííîñòü êîòîðîé
çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ (íî íå çíà÷åíèé â íèõ). Íàéäåíî óñëîâèå íà ïðî-
èçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, äîñòàòî÷íîå äëÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû
ñèñòåìû (3). Ðåøåíèå (22),(23) óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ.

Îäíàêî, ïðè áîëüøîì ÷èñëå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè èëè èõ î÷åíü íåðàâíîìåðíîì
ðàñïîëîæåíèè îáóñëîâëåííîñòü ñèñòåìû (3) ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì ïëîõîé äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìåòèì, ÷òî êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ
ðåàëèçàöèÿ èíòåðïîëÿöèè ìèíèìàëüíîé êðèâèçíû òîæå ïðèâîäèò ê íåäîïóñòèìî
ïëîõî îáóñëîâëåííûì ñèñòåìàì è ïðàêòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî ñãóùåíèÿ ñåòîê [4,5]. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ðàññìîòðåííîãî ìåòîäà, êîãäà, íàïðèìåð, âíà÷àëå èíòåð-
ïîëÿöèÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìåíüøåãî ÷èñëà îñðåäíåííûõ óçëîâ. Íî, ïî-âèäèìîìó,
ïðàêòè÷åñêè íàèëó÷øèì âàðèàíòîì çäåñü îêàæåòñÿ èòåðàöèîííî-ìàñøòàáèðóåìàÿ
ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Øåïàðäà [8], ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ëîæåííûé ìåòîä, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ, êîíå÷íî, ïðîùå äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî èçó-
÷åíèÿ (âûáîðà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè).

Â èòåðàöèîííîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Øåïàðäà [8] èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ
âû÷èñëÿåòñÿ êàê

u(x) =
∞∑

j=0

n∑

k=1

u
(j)
k

f
(

x−xk

σj

)

∑n
p=1 f

(
xp−xk

σj

) , (25)
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ãäå u
(j)
k � íåâÿçêè èíòåðïîëÿöèè íà j-òîì øàãå, u

(0)
k ≡ uk,

u
(j+1)
k = u

(j)
k −

n∑
q=1

u(j)
q

f
(

xk−xq

σj

)

∑n
p=1 f

(
xp−xq

σj

) k = 1, . . . , n, (26)

Íà êàæäîé èòåðàöèè èçìåíÿåòñÿ ìàñøòàáèðóþùèé ôàêòîð σj+1 6 σj . Äîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ ê çíà÷åíèÿì â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè, åñëè ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ, f > 0, è σj → 0 ïðè j → ∞, òàê êàê
ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ íåâÿçîê èíòåðïîëÿöèè íà íåêîòîðîé
èòåðàöèè ñòàíîâèòñÿ ñæèìàþùåé (åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìåíüøå 1 ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå). Îäíàêî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè (4) íà ïðîèçâîäÿùóþ ôóíê-
öèþ, ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî è êîãäà σj+1 = σj . Òîãäà ìåòîä (25),(26) ñòàíîâèòñÿ
èòåðàöèîííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (3), òî åñòü ðàññìîòðåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ìåòîäà [8].
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